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ъъ знакъ искренней дружбы и признательности

посвящаетъ Переводчикъ.



ОТЪ ПЕРЕВОДЧИКА.

Издавая нынѣ книгу: Resume des lecons sur le calcul infinitesimal, con. 
Коши, переведенную мною на Русскій языкъ нѣсколько лѣтъ тому 
назадъ, я имѣлъ въ виду познакомить моихъ соотечественниковъ 
съ произведеніемъ автора, коего труды на ученомъ поприщѣ, уже 
ознаменованы важными открытіями въ Анализѣ. Г. Коши, въ изложе­
ніи правилъ дифференціальнаго и интегральнаго изчисленія, уклоняется 
отъ способовъ предшествовавшихъ ему писателей, и почти всегда 
преимущество остается на его сторонѣ. По сей-то причинѣ, да бу­
детъ мнѣ дозволено изъявить желаніе, чтобъ сей переводъ былъ при­
нятъ за руководство въ Учебныхъ Заведеніяхъ.

Я знаю, что Г. Коши издалъ новѣйшее сочиненіе о дифференціаль­
номъ изчисленіи; но въ составъ онаго вовсе не входитъ интегральное. 
Я было намѣревался поручить кому-либо перевести подъ моимъ 
руководствомъ сію книгу, п замѣнишь первые 20т* уроковъ симъ 
новымъ переводомъ. Но дабы оный могъ вполнѣ соотвѣтствовать 
интегральному изчисленію , надлежало-бы сдѣлать значительныя измѣ­
ненія въ текстѣ сочинителя, что, по моему мнѣнію, переводчикъ 
не долженъ дозволять себѣ ни въ какомъ случаѣ. Къ тому жь, сіе по­
вое сочиненіе не содержитъ въ себѣ никакихъ значительныхъ улучше­
ній противъ перваго.

Если читатели удостоятъ сію книгу своего вниманія; то я обя­
зуюсь издать продолженіе интегральнаго изчисленія, коего переводъ 
будетъ сдѣланъ подъ моимъ надзоромъ. Сіе продолженіе не было еще 
издано на Французскомъ языкѣ, а находится только въ рукописи, 
которую, по дружескимъ сношеніямъ, я успѣлъ пріобрѣсти.



ПРЕДУВѢДОМЛЕНІЕ ОТЪ СОЧИНИТЕЛЯ.

Сіе сочиненіе, составленное по порученію Ученаго Совѣта Королев­
ской Политехнической школы, заключаетъ въ себѣ краткое изложеніе 
читанныхъ мною въ сей школѣ лекцій о дифференціальномъ и инте- 
тральномъ изчисленіи. Все сочиненіе будетъ состоять изъ двухъ ча­
стей, сообразно съ раздѣленіемъ курса, продолжающагося два года. Нынѣ 
издаю первую часть, содержащую сорокъ уроковъ; первые двадцать 
составляютъ дифференціальное изчисленіе, а послѣдніе — интегральное. 
Излагаемые здѣсь способы, во многомъ различествуютъ отъ тѣхъ, 
которые приняты въ другихъ сочиненіяхъ о томъ же предметѣ.

Плавною моею цѣлью было , соединить строгость въ доказатель­
ствахъ (которую всегда старался сохранить въ моемъ Cours Я Analyse) 
съ простотою, произходящею отъ непосредственнаго разсматриванія 
безконечно-малыхъ количествъ. По сей-то причинѣ, я вовсе не упо­
треблялъ разложенія функцій въ безконечные ряды, когда сіи ряды 
были расходящіеся; также, я отнесъ Тейлорову Формулу къ интеграль­
ному изчисленію; ибо сія Формула вообще справедлива только въ та­
комъ случаѣ, когда рядъ входящій въ оную, содержитъ конечное число 
членовъ , съ дополнительнымъ опредѣленнымъ интеграломъ. Я знаю, 
что знаменитый авторъ Аналитической Механики, принялъ сію Фор­
мулу за основаніе своей теоріи произвоЪнъгхъ функцій. Но не смотря 
на глубокое уваженіе, должное имени сего великаго мужа, почти всѣ 
-математики признаютъ нынѣ, что употребленіе рядовъ расходящихся, 
можетъ, во многихъ случаяхъ , привести къ выводамъ ошибочнымъ; 
прибавлю даже, что разлагая нѣкоторыя Функціи посредствомъ Тей- 
лоровой теоремы, находимъ ряды, которые, хотя и кажутся сходя­
щимися, однако же не выражаютъ разлагаемой Функціи (смот. конецъ 
38го урока). Впрочемъ, надѣюсь, что читатели сей книги, удостовѣ­
рятся въ томъ, что правилу, относящіяся къ дифференціальному изчи­



IV

сленію, и главныя приложенія онаго, могутъ быть изложены безъ по­
собія безконечныхъ рядовъ.

Я счелъ за нужное , доказать въ интегральномъ изчисленіи суще­
ствованіе интеграловъ или первообразныхъ функцій, прежде нежели 
изслѣдовалъ ихъ различныя свойства. Для сего, надлежало дать поня­
тіе объ интегралахъ взятыхъ между данными предѣлами или объ 
опредѣленныхъ интегралахъ. Но какъ сіи послѣдніе могутъ имѣть, 
въ нѣкоторыхъ случаяхъ, величины безконечныя, пли неопредѣленныя: 
то необходимо было разыскать условія, при которыхъ сіи самые ин­
тегралы имѣютъ одну величину , конечную, и совершенно опредѣлен­
ную. Простѣйшій способъ для разрѣшенія сего вопроса, состоитъ 
въ разсматриваніи близкопредіълъныхъ опредѣленныхъ интеграловъ, 
о которыхъ говорено въ 25',ъ урокѣ. Также, между безконечнымъ чи­
сломъ значеній интеграла, коего величина неопредѣленна, существуетъ 
одна примѣчательная величина, которую я назвалъ главною величиною. 
Разсматриваніе блпзкопредѣльныхъ интеграловъ и главныхъ величинъ 
интеграловъ, весьма полезно при рѣшеніи многихъ задачъ. Оно приво­
дитъ къ многоразличнымъ Формуламъ, посредствомъ которыхъ можно 
вывесть величины разныхъ опредѣленныхъ интеграловъ, что уже по­
казано мною въ разсужденіи представленномъ въ Институтъ въ 1814 
году. Въ 34'ІЪ и 39’1Ъ урокахъ помѣщена подобная Формула , которая 
и приложена къ разысканію величинъ многихъ опредѣленныхъ интегра­
ловъ, изъ коихъ нѣкоторыя были уже извѣстны.
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КРАТКОЕ ИЗЛОЖЕНІЕ УРОКОВЪ
преподаваемых!

въ Короле вской политехнической не к о л ь 

Г. А. Л. КОШИ.

ДИФФЕРЕНЦІАЛЬНОЕ ИЗЧИСЛЕНІЕ.

УРОКЪ ПЕРВЫЙ.

О перемѣнныхъ величинах^ ихЪ предѣлахъ, и величинахъ 
безконечно - лсалвіхЪ.

Перемѣннымъ или измѣняемымъ количествомъ называется 
такое количество, которое послѣдовательно переходитъ чрезъ 
многія величины различныя между собою. Постоянное же 
количество есть то, коего величина остается одна и та же. 
Ежели величины, приписываемыя какому либо перемѣнному 
количеству приближаются болѣе и болѣе къ величинѣ опре­
дѣленной , такъ что наконецъ разнетвуютъ отъ оной столь 
мало сколько угодно, то сія послѣдняя величина называется 
предЪлоліЪ всѣхъ прочихъ. Такъ, на примѣръ, площадь круга 
есть предѣлъ, къ коему площади . вписанныхъ правильныхъ 
многоугольниковъ приближаются тѣмъ ближе, чѣмъ болѣе 
увеличивается число ихъ сторонъ; равнымъ образомъ, радіусы 
векторы проведенные изъ центра Гиперболы къ ея точкамъ 
дуаляіощимся болѣе и болѣе отъ сего центра , составляютъ

I *
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съ осью х углы имѣющіе предѣломъ уголъ, составленный 
ассимптотою съ тою же осью, и проч........... Для краткости
мы будемъ означать предѣлъ, къ которому стремится данная 
перемѣнная величина, поставляя передъ оной буквы пр.

Иногда предѣлы, къ коимъ приближаются перемѣнныя 
^выраженія представляются въ неопредѣленномъ видѣ; не смо­
тря на сіе, онѣ имѣютъ однако же совершенно опредѣленныя 
величины , которыя можно найти посредствомъ различныхъ 
пріемовъ. Такъ, напримѣръ, предѣлы къ коимъ безпрестанно 
приближаются два перемѣнныя выраженія

(і+«А
по мѣрѣ того, какъ а стремится къ нулю , представляюпГся 
въ неопредѣленныхъ видахъ g, і±оо; не смотря на сіе, оба 
сіи предѣла имѣютъ величины опредѣленныя , которыя мож­
но вычислить слѣдующимъ образомъ: п

Очевидно, что для весьма малыхъ численныхъ величинъ а, 
будемъ имѣть слѣдующія неравенства

sin а • sin « sin а 
ein а а. ’lang а*

. sin а 
слѣдовательно отношеніе ? заключающееся всегда между 

sin а sin а __
двумя количествами — I, и ——> cos изъ коихъ пер­
вое служитъ предѣломъ второму, будетъ само имѣть предѣ­

ломъ единицу.

Теперь будемъ искать предѣлъ къ коему стремится выра- 
1

женіе (і а) аз по мѣрѣ того, какъ а приближается къ ну­

лю. Предполагая сперва что а есть количество положитель- 
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ное и вида — , гдѣ т означаетъ число цѣлое, перемѣнное, и 

могущее сдѣлаться безкййёчно великимъ, получаемъ

(1 + Я)^=(Л+Л)”’;

Но такъ какъ во второй части сего уравненія , всѣ члены 
Заключающіе количество т суть положительные, и при 
іпомъ же величина каждаго члена, равно какъ и число членовъ 
увеличивается вмѣстѣ съ увеличиніемъ количества т, то 

очевидно, что и выраженіе (1 возрастать будетъ

вмѣстѣ съ цѣлымъ числомъ иг, заключаясь всегда между двумя 
предѣлами

и і + т + т + 2^.2; 4- и проч...........= і 4-1 + і = 5.;

такъ что, для возрастающихъ величинъ тп, оно приближает­
ся постепенно къ нѣкоторому предѣлу заключающемуся ме­
жду 2 и 3. Сей предѣлъ есть число весьма важное въ Диф­
ференціальномъ Изчисленіи; оный обыкновенно означаютъ бук­
вою е. Взявъ Ш ™ юооо, найдемъ посредствомъ таблицъ де­
сятичныхъ логариѳмовъ, слѣдующую приближенную величину
числа е: 

/ 10001 чЮООО___
viööüö/ — 2,7183.

которая разнствуетъ отъ настоящей не болѣе какъ на одну 
десяти-тысячную часть, какъ мы то въ послѣдствіи увидимъ.

Теперь предположимъ что количество а, оставаясь поло- 

жипіельнымъ , не можетъ быть выражено чрезъ дробь ”.
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Означимъ чрезъ т и п~тп—|-і, два цѣлыя числа, изъ коихъ 
_ 1 

одно непосредственно болѣе, а другое непосредственно меаѣе —, 

въ такомъ случаѣ будемъ имѣть 
1 

— ^т-}- pzz п — ѵ у

гдѣ у, й ѵ суть числа заключающіяся между нулемъ и едини- 
1

цею. Очевидно, что выраженіе (lа)а будетъ заключаться 
Между двумя слѣдующими:

(1+2)“=С(1 + 1Г]

и, какъ для величинъ а уменьшающихся до безконечности, 
или, что все равно, для величинъ тип безконечно возрастаю­

/ ч . 1 \т , . , і \п
щихъ , количества Ч- —) 3 Ч-—у , одно и другое стре-

р ч
мятся къ предѣлу е, между тѣмъ какъ 1безпре­
станно приближаются къ единицѣ, то изъ сего слѣдуетъ, что 
каждое изъ выраженій 

1 1
/ , 1 \ а / . 1 \ «

1
а также и промежуточное выраженіе (і -[-а)“ будетъ стре­
миться къ предѣлу е.

Предположимъ наконецъ, что а сдѣлаейіся количествомъ 
отрицательнымъ. Въ такомъ предположеніи, пусть будетъ 

1 64 — і-йнр
гдѣ ß означаетъ количество положительное, и которое само 
будетъ стремиться къ нулю; найдемъ 

1 1Ц- а 1

(l+a)“=(H-.ß)~=[(l+ß)“]* +“,
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потомъ, переходя къ предѣламъ,
1

пр. (і -4- а) а zz enf ‘ С1 + а) — е.

Ежели перемѣнная величина уменьшаясь безпрест ан но 
сдѣлается наконецъ менѣе всякаго даннаго числа, то въ семъ 
случаѣ сія перемѣнная называется безконечно-малымъ количе­
ствомъ. Сего рода перемѣнная имѣетъ предѣломъ нуль, у по­
требленное нами количество а въ предъидущихъ вычислені­
яхъ, принадлежитъ къ величинамъ такого рода.

Ежели перемѣнная величина безпрестанно увеличивается, 
такъ что наконецъ сдѣлается болѣе всякой данной величины, 
въ такомъ случаѣ сія величина имѣетъ предѣломъ положитель­
ную или отрицательную безконечность, именно: она имѣ­
етъ предѣломъ положительную безконечность, означаемую 
чрезъ знакъ оо , ежели она сама положительная ; и отрица­
тельную безконечность, изображаемую знакомъ оо, ежели 
идетъ дѣло о перемѣнной отрицательной. Таково есть пере­
мѣнное число ш, которое Мы предъ симъ употребляли.



УРОКЪ ВТОРЫЙ.

О непрербівнбіхЪ и прербівнвіхЪ функціяхъ. Геометрическое 
изображеніе непрербівнбіхЪ функцій.

Ежели перемѣнныя количества зависятъ однѣ отъ другихъ 

такимъ образомъ, что по данной величинѣ одного изъ нихъ, 
можно вывести величины всѣхъ прочихъ , то всѣ сіи различ­
ныя количества выражаются обыкновенно посредствомъ одного 
изъ нихъ, которое и называется въ такомъ случаѣ перемЪн- 
нвімЪ независимымъ; а другія количества, выраженныя по­
средствомъ перемѣнной независимой, называются функціями 
сей перемѣнной.

Равнымъ образомъ, ежели измѣняемыя количества зависятъ 
однѣ отъ другихъ, такъ что поданнымъ величинамъ нѣкото­
рыхъ изъ нихъ, можно вывести величины всѣхъ прочихъ, 
то всѣ сіи различныя количества выражаются посредствомъ 
нѣкоторыхъ изъ нихъ, которыя и принимаютъ тогда назва­
ніе перемЪннбіхЪ независимбіхЪ", а другія выраженныя посред­
ствомъ перемѣнныхъ независимыхъ , именуются функціями 
сихъ самыхъ перемѣнныхъ. Различныя Алгебраическія и Три­
гонометрическія -выраженія, составленныя изъ перемѣнныхъ 
принимаемыхъ за независимыя, суть функціи сихъ перемѣн­
ныхъ. Такъ, на примѣръ ,

L (х), sin х, и проч. ...

суть функціи перемѣнной X;

а х xJy, xyz,...................

сушь функціи перемѣнныхъ х и у или х, у и z; и проч............



9

Когда функціи одной или нѣсколькихъ измѣняемыхъ, 
какъ въ предъидущихъ примѣрахъ, непосредственно выражены 
чрезъ сіи самыя перемѣнныя, то онѣ называются функціями 
явными. Но когда извѣстны однѣ только отношенія между 
функціями и измѣняемыми независимыми величинами, то есть, 
уравненія, которымъ всѣ сіи количества должны удовлетво­
рять, то, доколѣ сіи уравненія не будутъ рѣшены, функціи, 
не бывъ выражены непосредственно чрезъ перемѣнныя, назы­
ваются функціями неявными. Чтобы сдѣлать ихъ явными, 
стоитъ только, ежели сіе*  возможно, рѣшить уравненія ихъ 
оп'редѣдяющія. На примѣръ, пусть будетъ у функція неявная 
перемѣнной х, опредѣляемая уравненіемъ

Ь(у) —

ежели представимъ чрезъ А основаніе разсматриваемой нами 
системы' логариѳмовъ, то таже самая функція, сдѣлается яв­
ною чрезъ рѣшеніе даннаго уравненія, и будетъ

у = Ах.

Когда потребуется означить явную функцію одной пе­
ремѣнной X , или многихъ х, у, z...............не опредѣляя
именно какая функція, то употребляютъ обыкновенно одно 
изъ слѣдующихъ знакоположеній:

У(х), F(x), р(х), х(х), ф(х), а)(х), ..... и проч.
2 . • • •), F(x, у, z .. ...), (х,у, Z.....), и проч.

Въ вычисленіяхъ употребляютъ часто букву Д дли озна­
ченія приращеній двухъ измѣняемыхъ величинъ, зависящихъ 
одна отъ другой. И такъ, ежели перемѣнная у выражена 
чрезъ функцію перемѣнной х уравненіемъ

(О /=/(«)<■
то Ду, или приращеніе перемѣнной у соотвѣтствующее при­
ращенію Д х перемѣнной х, опредѣлится формулою

2



до —

(2) у-}-Ду —/(х-у-Дх)
И вообще, предполагая

(5) F (х, у) 22 о
будемъ имѣть
(4) F(x ч- Дх., уч- Ду) 22 о.

Замѣтимъ , что ежели изъ уравненія (2) вычтемъ уравне­
ніе (і), то получимъ
(5) Ду=/(хч-Дх)>—У(х).

Пусть будутъ теперь hui два различныя количества, 

первое конечное, другое безконечно-малое, а а 22 безконечно­
малое отношеніе сихъ двухъ количествъ. Ежели количеству 
Дх припишемъ величину конечную h, то величина Ду, взя­
тая въ уравненіи (5) приметъ названіе конегной разности 
функціи f (х) п будетъ почти всегда конечнымъ количествомъ. 
Напротивъ того, ежели количеству Д х припишемъ безконечно 
малую величину, полагая на примѣръ j

Д х 22 і 22 а h ,
то величина А У, то-есть ,

/(хЧ-І)—/(х) или/(х Ч-о-Л) —/(х) , 

будетъ почти всегда безконечно - малое количество. Въ чемъ 
легко удостовѣримся въ разсужденіи слѣдующихъ функцій:

Ах, sin х, cosx, 

коимъ соотвѣтствуютъ разности
Ах+1— Ах 22 (А*  — і) ,

sin (х -ь і) — sin X 22 2 sin у COS (х -(- у),

COS (х Ч- І) — COS X 22 2 sin ~ C©S (х у),

изъ коихъ каждая содержитъ или множителя — I , или 
sin у, оба ‘приближающіяся къ нулю вмѣстѣ съ і»
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Ежели функція f (х) измѣняется съ величина«) х такимъ 
образомъчто для каждаго, значенія хей измѣняемой величи­
ны, заключающейся выданныхъ предѣлахъ, она имѣетъ одну (*)*  
совершенно опредѣленную, величину, тогда разность 

f^^iy^f^y

міжду предѣлами величины х будетъ количество безконечно­
малое ; функція же f (х) удовлетворяющая сему условію, на­
зывается между тѣзіи предѣлами непрерывною функціею из­
мѣняемой х.

Равнымъ образомъ, функція f (х) будетъ непрерывною Въ 
сопредѣльности какой либо частной величины количества X, 
когда сія функція есть непрерывная между двумя предѣлами, 
заключающими предъиДущуЮ частную величину х, хотя бы сіи 
предѣлы разнствовали весьма мало отъ оной величины.

Наконецъ, когда функція перестаетъ быть непрерывною 
въ сопредѣльности какой-бы то ни было частной величины х, 
то въ такомъ случаѣ она принимаетъ названіе прерывной функ­
ціи, ибо тогда для оной частной величины? х имѣется ра&- 
рвівЪ ненрервьвнвеННе (sölution de continiaite). Факъ, на примѣръ, 

1 , ■ - 
для функціи — разрывъ непрерывности имѣетъ мѣсто когда 
х~о; для функціи tang х , сей разрывъ существуетъ для 

' , Сгіч-іУч , _
х“_------2----- > гдѣ к есть какое нибудь цѣлое число, и проч.

Изъ сихъ изъясненій легко можно узнать , между какими 
предѣлами данная функція перемѣнной х будетъ непрерывною. 
(Подробнѣе о семъ изложено во II главѣ I части du Cours 
d’Analyse изданнаго въ 1821 году.)

' (*)  Случается иногда что функція /"(х) для данной, совершенно определенной ве­
личины х, можетЪ имѣть нѣсколько различныхъ величинъ; такова есть 

. 1 *
Функція-------которая равняется оэ когда х —.1.

х — 1’
Прим. Перевощика.

2 *
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Теперь вообразимъ кривую линію данную чрезъ уравненіе 
между Прямоугольными координатами. Ежели функ­

ція f(x) будетъ непрерывною между предѣлами х~хо и х_Х, 
то каждой абсциссѣ х, заключающейся между сими предѣлами 
будетъ соотвѣтствовать одна только ордината; и сверхъ то­
го, когда X получитъ безконечно-малое приращеніе Дж, то у 
увеличится на безконечно-малое же количество Ду, а посему 
двумъ безконечно-мало разнствующимъ абсцйссамъ х, х -h Дх, 
будутъ соотвѣтствовать на кривой линіи двѣ безконечно-близ­
кія точки, ибо разстояніе .сихъ точекъ выразится чрезъ без­
конечно-малую величину ’Ѵ'дх'2 ■+• Л у\ Симъ условіямъ можно 
удовлетворить только тогда , когда кривая линія будетъ не­
прерывная между предѣлами х — хо и х — X.

ПримЪрЪ. 
ніями

Построить кривыя линіи выражаемыя уравне- 

1 •
у— X™, У“ у = АХ, у^Цх), yz=zsmx, 

гдѣ А означаетъ положительное количество, а т цѣлое число. 
Опредѣлить общій видъ сихъ кривыхъ линій.



УРОКЪ ТРЕТІЙ.

О производныхъ (рункціяхЪ одной перемѣнной.

Положимъ, что функція yzzzffx') есть непрерывная ме- 

. жду двумя данными предѣлами перемѣнной х, и что сей пе­
ремѣнной дана величина содержащаяся между сими самыми 
предѣлами, то безконечно - малое приращеніе получаемое из­
мѣняемымъ количествомъ , произведетъ безконечно же малое 
приращеніе самой функціи. Слѣдственно , полагая Д X Z2: 
числитель и знаменатель отношенія разностей

__ /С*  +«)-/(»)
\1 / Д х   . і

будутъ количества безконечно-малыя. Но, между тѣмъ какъ 
числитель и знаменатели будутъ безпрестанно и въ одно 
время приближаться къ нулю, самая дробь будетъ стремиться
къ другому, или . положительному , или отрицательному пре­
дѣлу. Сей предѣлъ, для каждой данной величины х, имѣетъ 
опредѣленную же величину, которая впрочемъ измѣняется 
вмѣстѣ съ х. Такъ, на примѣръ, полагая f (x) — xm, гдѣ т 
означаетъ цѣлое число , отношеніе безконечно-малыхъ разно­
стей будетъ 

{х-+-г)т — хт т— 1 і т(т—1) „»г—2
И1Х Ч-------г~п—X1.2і

а предѣлъ онаго количество тх™ *,  которое есть новая функція 
перемѣнной х. Точно также и вообще; только видъ новой функ-

• • /(«4-»)-/(«)
ціи, которая будетъ служить предѣломъ отношенію j 
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будетъ зависѣть отъ предложенной функціи у ~f(x~). Для 
означенія сей зависимости , даютъ обыкновенно предѣлу сего 
отношенія названіе производной функціи, которая и означается 
чрезъ знакоположеніе

у7 или f'(x).

При изысканіи производныхъ функцій выраженія f (х), должно 
различать функціи называемыя проспібілш, и которыя изо­
бражаютъ одно какое нибудь дѣйствіе произведенное надъ сею 
перемѣнною, отъ тѣхъ функцій, кои выводимъ посредствомъ 
многихъ дѣйствій и которыя «посему именуются сложнбіми. 
Простыя функціи произходяіція отъ алгебрическихъ и три­
гонометрическихъ дѣйствій (Сліотри I часть du Cours 
d’Analyse, Тл. I.), могутъ быть приведены къ слѣдующимъ

a-t-x, а ■— х, ах, x“, ^4*,  L (х), 

sin х, cos х, arc sin х, arc cos x,

гдѣ А есть постоянное число, а — ± А постоянное же количе­
ство, а буква L означаетъ логариѳмъ взятой въ той системѣ, 
коей основаніе есть А. Полагая величину у равною одной изъ 
сихъ простыхъ функцій, вообще легко будешь получишь произ­
водную у7. Такимъ образомъ найдется,

' Ду__ (а-|-х-4-г)—z__
полагая у — а -у- х, —----------- -•------------- —• I, у —■ I;

Ду (я—х—і) — (а — х) / 
полагая у~~ а — х, ■----- ----- 7------------— ~ЪУ - 15

. Ду а(х--+-г) —/ - полагая у ~ ах, --------_ а , у — а’,
. а • а: ■

а &>у  Л +і » . а j  сь , '
полагая у.—. , л ——— ■ ■ -ji г — ~~~~ , ‘ -л, "у —• —— уJ X дх ъ х\х-\-іу J X '

. Ау ._  sinjf z .. >__ . . / Ул.
полагая у ™ sm х, — “уу cosQx-p ji), у ~cosxrz:sin (X’-f-jy,

Ду . sinli - , / • / ^\
полагая y rrrcos», —jy- sin(x4-l*J»  / —-smx—cos^x-p^*
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Сверхъ того, полагая і~ах, и (і-+- а)а — I -у,
наймется 

1
г АУ■_-ЬСас-+-г')—"■£«(*). 2^(,1 + <х^а / Х(а)_

полагая x-L^X), ------ —------------
.х Aj/_^5C-+-Z —__  А^-і . Ах , АХ

полагая ухЛ, ---- у—- — —у—Л =— ~і» У ~L(^

1
аполагая у — х ,

_£(і-Ма a~t
Дж~ і ~~ а. * ~~ іаХ іУ—аХ

І(1+У)7 ■

Въ сихъ послѣднихъ формулахъ,. буква е означаетъ число 
1

2,7182818 . . которое служитъ предѣломъ выраженію (1
Принявъ сіе число за основаніе системы логариѳмовъ, полу­
чимъ Hcnepoest, «ли гиперболическіе логариѳмы, іюшорые впредь 
будемъ означать всегда буквою I. И такъ, очевидно, что 
/(e)zzi,’

, __ , L е __  Ifi ,__ 1 ,
—• LA    ІА  ІАб»

« свдрхъ того найдется . .
л 1 полагая X’̂ Z.l'\Xt)^ у _ у5 

полагая у “ , у1' zr ех.

ПредъидувдІя форжулы выведены толико для величинъ х, коимъ 
соотвѣтствуютъ вепдественныя величины у; а посему должно, 
чтобы въ выраженіяхъ JL (х), 7 С*®)»  величина х была положи­
тельная, равнымъ образомъ и въ функціи ха , когда а озна­
чаетъ дробь съ четнымъ знаменателемъ или ирраціональное 
число.

Теперь пусть будетъ z другая функція х, сопряженная 
съ первою у zz^^x) формулою



іб —■

(2) zzzF(y),

гдѣ z или F (fx) называется функціею отЪ функціи пере­
мѣнной X; означивъ чрезъ Дх, Ду, Да, безконечно - малыя 
и одновременныя приращенія трехъ перемѣнныхъ х, у, z, 
найдемъ *

Ах __  Д>)~-F(>) ___ J’Q-b А7)—Ау
Д х ’ Д х г Ау ’ Д х9

потомъ, переходя къ предѣламъ, 
(3) — yz. Fz (у) (х) . F' (fx).

/ / ct
Напримѣръ, полагая Z — ay, а y~l(x), получимъ z — ау —~- 

Помощію формулы (3) легко опредѣлятся производныя функ­
ціи выраженій Ах, ха, arc sin х, аге cos х, предполагая извѣст­
ными производныя функціи количествъ L (х) , cos X, Sin х. И 
дѣйствительно, найдется

полагая у ~АХ , L(y)~х, / -~ I, ух = = Ах I (А);

полагая у =3ха, Z(y)=aZ(x), у' j ~ , у' —а^ — ах0—1- 

полагая yrzarc sin х, siny~x, yzcosy~ і, —

у . z — 1___ — 1
полагая yz^arccosx, cosy~x, —у smy~i,y= —-==.

Сверхъ того, производныя функціи сложныхъ количествъ 
еУ, ± 

будучи соотвѣтственно, въ слѣдствіе формулы (3), 

то производныя слѣдующихъ функцій

еХ А . 1 > — 1
А.> ее , s6cx—— -—, cosecx — 

будутъ

А^ Вх ЦА)1(В\ евЖех, sin X    cos X 
cos2 ж’ sin2 X
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Замѣтимъ, что производныя функціи сложныхъ количествъ 
опредѣляются иногда съ такою же удобностію, какъ и произ­
водныя функціи простыхъ количествъ. Такъ, на примѣръ, на­
ходимъ

__  __ sin X Д У 1 zsin Cr-+-z) sin   sin і 
полагаяу tai)g X —— cos xj дж ivcosfw+O cos«/___ icosx’cos(x-H’)*

X —J cos2«'
  __ cos X Ь. у 1 /coslx+і) cosx\________sinz 

полагая у___________________________________   . ,•/ sm x Ax • i'sin <«•+■/) sm«/ zsm«sm(x4-*)

изъ сего выводимъ 
' у' __  • у __ 1 ,

полагая у ~ arc tangx, tängy= х, —g — 1, у — pos у — ^2^,

полагая у ZZ arc cot х , cotу “ х, ~ 1, y^—sin^y —



УРОКЪ ЧЕТВЕРТЫЙ.

Дифференцированіе функцій одной- перемѣнной.

Пусть будутъ y—f(x) функція измѣняемой X, і безконеч- 
но-;ѵмалое количество, и h конечная величина. Полагая i~aht 
гдѣ а будепгъ также безконечно-малое количество , получимъ 

f(x -4- і) ■—*/(х)  •__ /(x-4-oA) —/~(х)
і ' ’ ah ’

откуда произойдетъ
/1 \ /(*  + »А)-/(х) __ ./(x -t- і) —,
\ / а п*

Предѣлъ, къ которому приближается первая часть уравненія 
(і), между тѣмъ какъ а приближается къ нулю, а количе­
ство h остается постояннымъ, называется дифференціаломъ 
функціи у ~J\x). Сей дифференціалъ означаютъ буквой іі, 
слѣдующимъ образомъ:

dy или df (х).
Зная величину производной функціи или (х), легко най­
ти оные дифференціалы. И дѣйствительно, взявъ предѣлы 
обѣихъ частей уравненія (і), найдется 

(2) df(x)=hf'(x).
Въ частномъ случаѣ, когда f (х) — х, уравненіе (2) даетъ 

(3) dx^h.
И такъ дифференціалъ перемѣнной независимой X, равняется 
постоянному количеству h. ура вненіе (2) можно замѣнить 
слѣдующимъ
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(4) df(x) zzf (x) . dx,

или, что все равно, уравненіемъ
(5) dy zzy/ dx.

Изъ сихъ послѣднихъ уравненій слѣдуетъ , что производная 
функція У —/Z (х) какой либо функціи у zzf (х) равняется 

отношеній) jy, дифференціала функціи къ дифференціалу 
перемѣнной величины, или, что все равно, коеффиціенту, на 
котораго должно умножить дифференціалъ измѣняемой вели­
чины, чтобы получить дифференціалъ функціи. По сей-то 
причинѣ производная функція иногда называется дифферен- 
ціаленвсмЪ коеффиціентоллЪ.

Дифференцированіе функцію, значитъ найти ея дифферен­
ціалъ. Дѣйствіе для сего употребляемое называется диффе­
ренцированіемъ .

По уравненію весьма легко найти дифференціалы тѣхъ 
функцій, коихъ производныя функціи извѣстны. Приложивъ 
сіе уравненіе къ простымъ функціямъ, получимъ 

tl(a+x)~dx, d(a— х)~—dx, d(ax)zzadx, d (—) zz—а 

d(xa')zzaxa~t dx;
d.AxzzAxl{A').dx, d.ex = exdx;

d.L^zzL(e)^> d.l(x) = ^-,

d . sin x zz cos x . dx zz sin (x -4- -y) dx;

d . cos x~— sin x. d x ~ cos (x 4- —) dx;

, . __ dx - ' dx
d . arc sin x zz -*•= —, d . arc cos x zz —

■ Vi— Хг . У1-Х*
Такимъ же образомъ найдемъ

d.tangorzz^, J.cotzr = -^;

3 *
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dx , dx
d . arc tang x " » • arc cot 'x — — i^x2 ’

, , sinx.rfx _ , cosxdx
d . sec x ——, d. cosec x ~ — - .7--. cos*a?  ’ sin*  x

Въ сихъ дифференціалахъ количеству х можно приписы­
вать только тѣ величины, для коихъ, въ предъидущемъ урокѣ, 
мы опредѣлили производныя функціи соотвѣтствующія симъ 
дифференціала^ ъ.

А посему, простыя функціи, коихъ дифференціалы мы 
нашли для всѣхъ вещественныхъ величинъ zr, суть слѣдующія,

а-+-х, а — х, ах, Ах, ех, sinzr, cos х;

къ нимъ можно прибавить и функцію ха , когда количество 
а будетъ или цѣлое число или дробь съ нечетнымъ знамена­
телемъ. Что же касается до дифференціаловъ простыхъ 
функцій arc sin X, arc COS X, L(x), l (x) , то въ двухъ первыхъ 
величина X должна заключаться между предѣлами 4- I, и — I, 
а въ двухъ послѣднихъ между предѣлами о и оо; между сими 
послѣдними предѣлами должна заключаться таже величина X 
въ дифференціалѣ функціи Ха, ежели численная величина 
количества а будетъ дробь съ четнымъ Знаменателемъ или 
ирраціональное число.

Сообразно съ сказаннымъ нами въ I части du Cours 
d’Analyse, мы будемъ употреблять знакоположенія arc sin x, 
arc cos x, arc tanger, arc cotx, arc sec ar, arc cosec x, для озна­
ченія наименьшей изъ дугъ, соотвѣтствующихъ триго­
нометрической линіи X; ежели же случится , что одной 
и той же тригонометрической величинѣ будутъ соотвѣт­
ствовалъ двѣ равныя дуги, одна положительная, а другая 
отрицательная, то предъидущія знакоположенія будутъ озна­
чать положительную Дугу: изъ сего слѣдуетъ , что arC sin X, 
arc tang х, arc cot x, arc со ec x, суть дуги, заключающіяся ме-
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7Г 1Г ,
жду предѣлами——у, а аге cos лт, arcsecar, заключаются

между предѣлами о и «т.
Положивъ у ~f(x) а Да; zzi~ah , уравненіе (і), коего 

вторая часть имѣетъ предѣломъ dy , можетъ быть предста­
влено въ видѣ

¥=ЛУ + Р>

гдѣ ß означаетъ безконечно-малое количество; отсюда выхо­
дитъ
(б) Ду ~ а (dy 4-/3).
Пусть будетъ z другая функція перемѣнной х. То такимъ же 
образомъ получимъ

Д z “ а (dz -г-к), 
гдѣ ѵ означаетъ количество безконечно-малое. Раздѣливъ по­
слѣднее уравненіе на предпослѣднее,/получимъ

да __  dz-i-v
4 У dy + ß

потомъ, переходя къ предѣламъ , 
, Ди __  dz __  z’ dx __  z'
(7) ^P‘ д.у ‘ " dy ' ' y' dx У’

Откуда слѣдуетъ, что отношеніе безконечно-жалеіхЪ разно­
стей деухЪ ерункцій переломной \селигинбс х иліЬетЪ предЪ- 
ломо отношеніе иаЪ дифференціаловъ или ихЪ производившей 
функцій.

Теперь положимъ что z есть функція у, выраженная ура­
вненіемъ
(8) zz=F(y).
Отсюда выведемъ

а»__ -Р(у-4-Д>)—Р(,у) .
д у А. у 3

потомъ, переходя Къ предѣламъ, и соображаясь съ формулою 
(7), получимъ
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dz __  z' .
35=7 = /(y),

(9) <b = F'(/)dy> z'=y F'(y).

Второе изъ уравненій (g) не разнится отъ формулы (3) 
предъидущаго урока. Сверхъ того у ежели въ первомъ изъ 
уравненій (д) вмѣсто z поставимъ F (у), то получимъ слѣ­
дующее уравненіе
(іо) dF(y) =zF(y) dy,

коего видъ сходенъ съ видомъ формулы (4) и которое 
служитъ для дифференцированія функціи у, даже тогда, когда 
у будетъ зависѣть отъ другой измѣняемой величины.

ПримЪрві. d(a-}-y)~dy, d(a—y)~—dy, d(a,y)—ady, dey"eydy,

dl (y) = y» Z (y7) = =. d J l (у*У=  у, и проч.. . '

d . азст— ad (a?m) — marw-'dj?, dee — ee d (e*  ) ~ee exdx, 
, 7 • _ dsin x _  cosxdx dx , , dxа . L sin je — —. — — —:----- —  ------ , а. Ztanff/v——-------- —, и проч. . . .smx sin x tanga?’ & sin x. cos x “

Первая изъ сихъ формулъ показываетъ, что присовокупленіе 
постоянной велигинвь кЪ функціи не измѣняетъ ея дифферен­
ціала, а слЪдователвно и ея производной функціи.



УРОКЪ пятый.

Дифференціалѣ сумллвь нѣсколвкихѣ функцій раеенѣ сумліЪ 
ихѣ дифференцісіловѣ. Слѣдствія евісодилібія изЪ сев о правила. 

Дифференціалбі. ллнилібіхѣ функцій.

Въ предъидущихъ урокахъ , мы показали кавимъ образомъ 
находятся производныя функціи одной перемѣнной. Теперь 
войдемъ въ нѣкоторыя подробности по сему предмету.*

Пусть будетъ х измѣняемая независимая величина, а Д«г 
безконечно-малое приращеніе сей перемѣнной.

Означивъ чрезъ $, и, ѵ, w .... . нѣсколько функцій х , а чрезъ 
Д^, Ди, £-Ѵ, Діѵ .... приращенія сихъ функцій соотвѣтствую­
щія приращенію Д х измѣняемой ху то изъ самаго'опредѣле­
нія дифференціаловъ слѣдуетъ, что сіи дифференціалы будутъ 
соотвѣтственно равны предѣламъ отношеній

А/ А и Аѵ Aw 
а 9 а 9 а 9 а 9 * * * * *

Предположимъ теперь что

(l) s — и Ч~ ѵ -4- w -4- и проч. ....
то найдется

Д 5 “ Дич- Ді> ч- Діѵ +- . . . ., 

потомъ, раздѣливъ на а, будетъ
А я __  А и . А ѵ . А w .
т - Т + Т + V + и пр°4-, 

наконецъ, переходя къ предѣламъ,
(2) ds зг du -ф- dv + dw -ф-. . . .
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Сіе уравненіе будучи раздѣлено на dx, доставитъ
(3) ^/~и/Ч- ѵ' Ч-м/ .

Сравнивъ формулу (2) или (3) съ уравненіемъ (і) окажется, 
что производная функція или дифференціалъ сулиивь нЪсколв- 
кихЪ функцій равняется суммѣ ихЪ производнвіхЪ функцій 
или ихЪ дифференціаловъ. Изъ сего правила мы выведемъ 
слѣдующія слѣдствія.

Во первыхъ, означивъ чрезъ т цѣлое число, а чрезъ а, Ъ, 
с .... р, <7, г постоянныя количества, найдемъ
(4) d(u-[-v)~du-]~dv, d(u—v)~du—dv, d(au4-bv)~adu-\-bdv-, 
(5) d(jiu-±-bv-\~cv>-->(- . ...)—adu-\- bdv-]~cdw-+-. . . .;

c dQax^ -+-bxm~1 -4-c^?Wl“2-4- -- ------ H-r)
(6) — [maxm~—i)bxm~a-^-(m—2)cxm~3-+-...-+-2pzr-t-^]da?. 

Выраженіе axm-hbxm~~l H- cxm~a+ .. -J-ря?+ qx-\-r, въ кото­
ромъ всѣ члены пропорціональны цѣлымъ степенямъ перемѣн­
ной х, называется цѣлою функціею сей перемѣнной. Озна­
чивъ сію функцію буквою 5, въ силу уравненія (6), получимъ, 

./rzтахт~~1 Ч- (т — і) Ьхт~~®ч-(»і—-2) схт"~3. ч-2рйГЧ^. 

И такъ, для полученія, производной какой нибудв цѣлой функ­
ціи , должно умножите каждвійтлегбЪ насооіНвѣтствующаео 
показателя перемѣнной, и уменвшитв онаго единицею. — 
Легко видѣть, что сія теорема существуетъ и для мнимыхъ 
величинъ х.

Теперь пусть будетъ
(7) S ~ UV W . ... .
гдѣ функціи и , ѵ, w • . . . сушь положительныя величины; 
взявъ логариѳмы получится

(8) = . . . ,
Впрочемъ, каковы бы ни были и, i>,'w . і .., какъ s Z— й2 ^w2.. . . , 
то будетъ
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откуда
d и [ d v 1 d u> 

U ' V 1 w

(9) ( <Z(V) = н (и?) + lZ(V) + lZ(X) +
и приложивъ правило выражаемое формулою (8) 'или форму­
лою (у), найдемъ .

d s ___ du d ѵ . dw , 
j ■ и I v 1"

ВЫВОДИМЪ

d (uvw . . .)~U2>W .

zzzvw . .. du-\- uw .
ПримЪрби d (uv) — udv -ф vdu, d (uvw) — vwdu -ф uwdv-]- uvdw, 

d. x l(x) — [ 1 -ф Z (x)] d x, d (xae~ x) — xae~x(^ — 1) dx, и проч.

Пусть будетъ

(12) « — -•
То взявъ дифференціалъ L (s) или j Z (s3), найдемъ 

ds___ du___ dv . ___  и /du dv\
s и v 3 ' v ' и v ) 5 (13)

и наконецъ
я du—udv

Можно дойти 

ренціалъ d (-)
v2 * 

d x 
COS2 X 3 

l («)_ 1—Цх)
x2

\ V' V2
до того же самаго вывода, наблюдая что диффе- 

7 z 1 \__  1 7 , 7 / 1 \___ du udvравняется d(u.~)— - du -ф ud (—) — —

ІІриліЬрві: d . tang x~d. -~~ =----------- —7--------- :------ :
' <-z Wö Л » UUo Л

, dx \/a\ adx , z^cx\ eax z 1\ 7 ,!(») ±—цлі 7d.cotX-- d (-) =------)dx, d—-dxt
j z b \ __  — bd x ■

Va-f-xz (oH-x)2*

Ежели функціи и, v будутъ цѣлыя, то отношеніе при­

метъ названіе раціоналбной дроби, Лътшо опредѣлить диффе­
ренціалъ оной употребляя формулы (б) и (іф).

Сыскавъ дифференціалы произведенія и ѵ w . . .. и частнаго 
U ' ' . -

числа —, легко будетъ найти дифференціалы многихъ дру-

4
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1 w
гихъ выраженій, каковы суть и, иѵ, и’, и проч. . .. Дѣйстви­

тельно, найдется
полагая S—u-, l^—vlQu), y—v-p+l^dv, ds=vuv 1 du+u l(u)dv;

- 1—i £
полагая £'=Ü-Z(B)|l, dS=u” Ѣ-и’ l(„)

полагая .s~u , Z^.sj—v —u v —H~ Z(u)diJ-|-Z(n).Z(i>).LZwJ;

и проч...............
i i

ПримЬрвь: d (xx) ” Xх [i 4~ l (x)] dx , d(x ) zz ~z^— X dx, 

d . Xх* zz и проч...............

Мы окончимъ сей урокъ разысканіемъ дифференціала мни­
мой. функціи ; сіе названіе дается каждому выраженію 

могущему принять видъ и-\-ѵ~Ѵ—I , гдѣ и и ѵ означаютъ 
вещественныя функціи. Назовемъ предЪломЪ мнимой функ­
ціи то выраженіе въ которое сія функція превратится, когда 
замѣнятся какъ вещественная ея часть такъ и коеффиціентъ 

у У — I соотвѣтствующими имъ предѣлами; сверхъ того, 
распространимъ данныя нами опредѣленія касательно произ­
водныхъ функцій и дифференціаловъ вещественныхъ функцій 
и на мнимыя, то легко окажется, что уравненіе

S~u4-vY —■ 1
доставитъ слѣдующія формулы:

Д^=Дин-Д1>У=Т -д-= — + ^У—I? 4- — У-ДТ,' Дх Дх 1 Да: а а 1 а
У zz и'' -}- У У—і, ds~ du-j-dvV—і. 

Слѣдовательно
(l) d (и -ф ѵ У— і) du 4- dv V— і.
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Видъ сего послѣдняго уравненія сходенъ съ видомъ уравненій (4)*  
Для примѣра положимъ

5 ~ coS х -|- V — I sin х ; 
найдется

ds — £cos (х + -+- У— і sin (х dx ~s . V~idx.

Прибавимъ еще, что формулы (4), (5), (б), (ц) и (і4) 
будутъ имѣть мѣсто и тогда, когда постоянныя величины 
а, Ь, с . . . р, д} г, или функціи и, ѵ, w . . ., заключающіяся 
въ сихъ формулахъ сдѣлаются мнимыми.
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УРОКЪ ШЕСТОЙ

Употребленіе дифференціаловъ и производнбіхЪ функцій при 
рѣшеніи нѢкоторвіхЪ задакв. Наибольшая и наименвшая вели­
кана функцій одной изліѣняелюй. Великинві дробей предста­

вляющихся вЪ видѣ g.

Узнавъ какимъ образомъ сыскиваются производныя функціи 

и дифференціалы функцій одной перемѣнной, мы покажемъ 
употребленіе ихъ при рѣшеніи нѣкоторыхъ задачъ.

гя Задача. Положимъ, кто функція у—f (х) еств непре- 
рвсвная вЪ сопредѣлвности кастной великинвь х~х0, спраши­
вается^ оная функція будетЪ ли увеликиватеся или уменешатв- 
ся, сЪ увеликеніемЪ или сЪ уменвшеніемЪ, накипая отЪ х — х0, 
самой измѣняемой великинви

Рѣшеніе. Пусть будутъ Дас, Ду, безконечно-малыя прира- 

іценія перемѣнныхъ х, у. Отношеніе будетъ имѣть пре- 
dy__ z

дѣломъ — у . Изъ сего должно заключить, что для весьма 

малыхъ численныхъ значеній Дас, и для настрой величины 
_ .dy

х — хи, отношеніе будетъ положительное, ежели соотвѣт- 
/сшвуюіцая ему величина у есть количество конечное и поло­

жительное, а отрицательное, ежели сія величина у^ будетъ
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конечное но отрицательное количество. Въ первомъ случаѣ, 
поелику безконечно малыя разности Дх, Ду, имѣютъ одина­
кой знакъ, то функція у будетъ увеличиваться вмѣстѣ съ 
перемѣнною х, начиная отъ х хо. Во второмъ случаѣ, по 
причинѣ того, что безконечно малыя разности имѣютъ про­
тивные знаки, функція у будетъ увеличиваться, когда пере­
мѣнная х будетъ уменьшаться, и на противъ того, оная функ­
ціи съ увеличеніемъ измѣняемой будетъ уменьшаться.

Положимъ что функція yzz/(x) пребываетъ непрерывною 
между двумя данными предѣлами х — хи и х ~ X. Ежели из­
мѣняемая величина X будетъ нечувствительно увеличиваться 
переходя отъ перваго предѣла ко второму, то функція у бу­
детъ также увеличиваться, когда ея производная функція бу­
детъ положительною; ежели же сія производная функція бу­
детъ отрицательною, то у будетъ уменьшаться. И такъ, 
функція у можетъ, переставъ увеличиваться, начать умень­
шаться, или, переставъ уменьшаться, начать увеличиваться, 
тогда только, когда производная ея функція yz перейдетъ изъ 
положительнаго состоянія въ отрицательное, или на оборотъ. 
Но чтобы сей переходъ могъ имѣть мѣсто, то необходимо 
должно, выключая тотъ случай, когда сдѣлается прерывною 
функціею, чтобы оная функція обратилась въ нуль.

Когда какая нибудь величина функціи f (х) превосходитъ 
всѣ сопредѣльныя съ нею величины, то-есть, всѣ тѣ, кои по­
лучатся, измѣняя безконечно мало перемѣнную х, то сія вели­
чина функціи называется наибольшею.

Когда же какая нибудь величина функціи f (х) будетъ ме­
нѣе всѣхъ смежныхъ съ нею величинъ г то оная называется 
наименвшею.
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ll такъ ясно, что ежели двѣ функціи /(х), f (х) суть не­
прерывныя въ сопредѣльности данной величины перемѣнной 
х; то сія величина доставитъ наибольшую или наименьшую 
величину/(х), не иначе какъ уничтоживъ f' (х).

2'л Задача. Найти наибольшія и наименьшія величины 
функціи одной перемѣнной.

Рѣшеніе. Пусть будетъ f (х) предложенная функція. Разы­
щемъ сперва величины х, для которыхъ функція^*(х)  сдѣлает­
ся прерывною. Каждой изъ сихъ величинъ будетъ соотвѣт­
ствовать извѣстная величина самой функціи; и обыкновенно 
случается, что величина сія бываетъ или безконечное коли­
чество, или наибольшая или наименьшая величина функціи.

Потомъ, найдемъ корни уравненія

(l) f (х) = °

и тѣ величины х, отъ которыхъ f (х) дѣлается прерывною; 
изъ нихъ самыя примѣчательныя суть корни уравненія

(2) f (х) — ±00 или — О

Пусть будетъ х — хо одинъ изъ сихъ корней. Соотвѣтствен­
ная величина f (х), то-есть/(х0) будетъ наиболвшая, ежели 
въ сопредѣльности х — хй, производная функція(х) будетъ 
положительная для х < х0, и отрицательная для х > хо. На­
противъ того , /(хе) будетъ наименьшая, когда производная 
функція f (х) будетъ отрицательная для х Хо, и положи­
тельная для х > хо. Наконецъ, ежели въ сопредѣльности 
X —х0, производная функція f7 (х) будетъ постоянно положи­
тельная, или постоянно отрицательная, то количество /*(х 0) 
не будетъ ни- наибольшею ни наименьшею величиною.
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ПрилбЬры,. Функціи XS Г(ж)’ ПРИ переходѣ величины х чрезъ 
нуль въ отрицательное состояніе, дѣлаются прерывными; онѣ 
изъ вещественныхъ становятся мнимыми; величина первой 
изъ сихъ функцій, для х — о, есть наименьшая, а величина 
второй функціи для той же величины измѣняемой х есть 
наибольшая.

Выраженія х2. X7, имѣющія своими производными: первое 
функцію переходящую чрезъ нуль изъ положительнаго состоя­
нія въ отрицательное , а второе функцію переходящую чрезъ 
безконечность изъ положительнаго состоянія въ отрицатель­

, ное , имѣютъ каждое наименьшую величину равную нулю. 

Что же касаепщя до функцій ху х3, коихъ производныя обра­
щаются, для X — о, одна въ нуль, а другая въ безконечность, 
но сами остаются положительными для всѣхъ возможныхъ 
величинъ х, то онѣ не имѣютъ ни наибольшей, ни наимень­
шей величины.

Функція х2-\-px-\-q, коей производная функція есть 2x4-р> 
получаетъ наименьшую величину q — £ р2, когда х ~ J р, что 
легко можно поварить, представивъ данную функцію въ слѣ­
дующемъ видѣ: (х jp)2 + q— і р2.

. „ л*  г 1 ’ 1 -і
Функція — , коей производная есть — — у. J> полу­

чаетъ наименьшую величину когда х — L (е), и когда А 
болѣе единицы.

Функція коей производная есть —2 [L (е)—L(x)]>
- — получаетъ наибольшую величину — —, когда х — е.

Функція ха . е~х, коей производная есть ха . с *(J—1)> 

получаетъ наибольшую величину аа . е~а, когда х ~ а.
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5"я Задача. Опредѣлите наклонности кривой линіи вЪ данной 
тоскѣ?

Рѣшеніе. Представимъ себѣ кривую линію, которой уравне­
ніе между прямоугольными координатами есть y~f (х). 
Хорда проведенная йъ сей кривой изъ точки (х, у) (*)  въ точ­
ку (х-(-Дх, у-]-Ду), составляетъ съ осью х продолженною 
по направленію абсциссъ положительныхъ, два угла, одинъ 
острой, другой тупой, изъ коихъ первой измѣряетъ наклоне­
ніе хорды къ оси х. Ежели вторая точка приближится на 
разстояніе безконечно-малое къ первой, то хорда чувствитель­
но сольется съ касательною, проведенною къ кривой чрезъ 
первую точку; и наклоненіе хорды къ оси х, будетъ выражать 
наклоненіе касательной, или какъ то называютъ, наклоненіе 
кривой линіи къ оси х. И такъ, поелику уголъ наклонности 
хорды будетъ имѣть своимъ тангенсомъ численную величину 

отношенія , то очевидно , что уголъ наклонности кривой 
линіи будетъ имѣть своимъ же тангенсомъ предѣлъ упомя-

(*) Мы означаемъ здѣсь точки посредствомъ ихЪ координатъ, заключая ихЪ ме­
жду двумя скобками, что будемъ дѣлать и вЪ послѣдствіи. Часто также 
будемъ означать кривыя линіи или кривыя поверхности посредствомъ ихѣ 
уравненій.

. г . /__ dyнутаго отношенія, то-есть, производную функцію у —

Ежели yz равенъ нулю или безконечности, то касательная 
кривой линіи будетъ параллельна или перпендикулярна къ оси 
х. Сіе обыкновенно случается тогда, когда ордината у сдѣлает­
ся наиболвшею или наилсенвшею»

Приліѣрвь: у “*х 2, у — х’, у — х™, у ~ у~ ъа > у zz Ах,
у ~ sin х, и проч. . . .
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4'я Задача. Требуется найти величину дроби, вЪ коей ъисли- 
телв и знаменателе сутв функціи х, вЪ томЪ слусаЪ, когда 
для данной велисинві х оная дробс представится вЪ неопре­
дѣленномъ видЪ g.

Рѣшеніе. Пусть будетъ s — — предложенная дробь, въ коей 

у и z суть двѣ функціи х; положимъ, что для частной вели­
чины х — х0 оная дробь превращается въ g, то есть , что ея 
числитель и знаменатель обращаются въ нули. Означимъ чрезъ 
Дх, Ду, Дг безконечно-малыя соотвѣтствующія приращенія 
X, у и Z, то каковъ бы ни былъ х, получимъ

_ z z 4- д z 
8-у-пр.у^Гу,

для частной же величины X —хо, будетъ
- Д z ___ d z .х'

(3) 5 пр. — = у~ — у-

25
И такъ, искомая величина дроби s или у будетъ равна от­

. d z z'
ношенію у^ или у.

__  sin X  COS X 
ПримЪрві. Въ предположеніи х — о, будетъ-у— — ———1, 

I (14- __ 1 __ л I (х) ____ 1 __ х — 1 __—-— — — і; въ случаѣ х — 1, — - — 1 , —

^-=1 = h и проч. . . .

5



УРОКЪ СЕДЬМОЙ.

О ввсраженіяхЪ представляющихся вЪ неопредѣленномъ видѣ 
00
—, оо°, и прог. Взаимная зависимости между отношеніемъ 

конеинвіхЪ разностей и производной функціи.

Въ предъидущемъ урокѣ мы разсматривали функціи измѣ­
няемой величины х, которыя, длд частнаго значенія сей измѣ­
няемой принимали неопредѣленной видъ g. Часто случается 
что функція представляется въ одномъ изъ слѣдующихъ ви- 

00
довъ —, оо, охоо, О0, и проч. .. . Итакъ, предположивъ что 
f (х) увеличивается до безконечности вмѣстѣ съ х, величины 
функцій

00 
для х ~ оо , представляются въ неопредѣленномъ видѣ —, оо°. 

Сіи величины могутъ быть опредѣлены помощію двухъ тео­
ремъ доказанныхъ нами къ Analyse algebrique (Гл.ІІ. стр.ДвибЗ). 
Мы ограничимся нѣсколькими примѣрами, которые покажутъ 
какимъ образомъ можно рѣшать задачи сего рода.

Пусть —- будетъ предложенная функція, въ коей А боль­

ше единицы; и положимъ что ищется истинная величина 
сей функціи дг.я х zzz оо. Поелику для величинъ х превосхо­

дящихъ производная функція есть положительная, то

предложенная функція будетъ увеличиваться вмѣстѣ съ х.
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Сверхъ того, изобразивъ чрезъ т цѣлое число могущее увели­
чиваться до безконечности, очевидно что выраженіе

(±^=1+^_І)+^ ^_ІУ+Й^>(Л_І)>+.......

будетъ имѣть предѣломъ положительную безконечность. Слѣ­
довательно найдется 

(!) Пр.-=ОО.

Изъ сей послѣдней формулы слѣдуетъ, что неопредѣлен­
но-степенное количество Ахувеличивается несравненно скорѣе не­
жели самая перемѣнная а, когда А будетЪ болвше единицей,

Разыщемъ истинную величину функціи — для х “ оо, 

принявъ за основаніе логариѳмовъ число А превышающее еди*  

ницу. Положивъ L (х), найдется ~~~ ~ и какъ функ­
у 1

ція будетъ имѣть предѣломъ — ~ о , то изъ сего заклю­

чаемъ что

(2) Пр. —— — °.
И такъ, вЪ системѣ коей основаніе превеішаетЪ единицу^ 

логариѳма чиселЪ увеличиваются гораздо медлѣннѣе нежели 
самеія числа.

Опредѣлимъ еще величину х” для х zz: оо. Ясно что

Xя ZZ А ж слѣдовательно
1

(3) пр. х*=А°=  і.
Ежели въ формулахъ (2) и (3), Замѣнимъ х дробью—, то 

увидимъ, что функціи xL (х) и Xх приближаются, когда X 
уменіпаясь стремится къ нулю, первая къ предѣлу О, а дру­
гая къ предѣлу I.

5*
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Мы покажемъ теперь отношеніе (*)  существующее между 
производною функціею f'' (х) и разностнымъ отношеніемъ 
/(x + Ä)-/(x) __ . , _ v

(*) По сему предмету можно читать Мётоіге <1е М. Ampere, Journal de ГЕсоІе 
palylechnlque 13-е cahier, page 1Д8—181.

-------- • Положимъ x— x0, и x0 -}- h.—z zl, то предъиду-
- I „ f(X)-_f(xo)щее разностное отношеніе получитъ слѣдующій видъ —---- э

и потомъ легко будетъ доказать слѣдующую теорему:

Теорема. Положивъ zmo функція f (х) еств непрервівная 
между предѣлами х"х0 и х~Х, и ознлхивЪ zpeäb А наи- 
болвшую, а ърезЪ В наименвшую величину ея производной функ­
ціи f/ (х) между тѣми же предѣлами., окажется zmo разност­
ное отношеніе

/(Х)-/(хо)
Х-хо

необходимо будетЪ заклюсатвся между предѣлами А и В.
Доказателвство. Означивъ буквами д, £', безконечно малыя 

числа, изъ коихъ первое пусть будетъ такого рода , что для 
численныхъ величинъ і меньшихъ нежели д, и для какой ни- 
будь величины х, заключающейся- между предѣлами xu, X, от­
ношеніе

/С^ + о —/со 
z ' ,

пребываетъ всегда болѣе (х) — г, и менѣе (х) -ф €• Ежели 
между предѣлами х0, X, вставимъ п—I новыхъ величинъ 
перемѣнной х, а именно, -

........ ХП-!>

такимъ образомъ, чтобы разность X — х0 разложена была на. 
части ■

’ х, — х0, хз — х„...............X —хЛ_І,
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которыя, будучи всѣ съ однимъ знакомъ, имѣли бы численныя 
величины меньшія нежели (); шо дроби

Л5\ f(* a)
— ' i ~ о o. ~ •X' i _ 1 '
заключаясь , первая между предѣлами f1' (х0) — £, /z (х0) -f- г, 
вторая между предѣлами f7 (х,) — г, f7 (х,) -]- £, и проч. .... 
будутъ всѣ болѣе количества А — £, но менѣе количества 
В 4- £. Сверхъ того, дроби (5) имѣя знаменателей съ однимъ 
знакамъ, то раздѣливъ сумму ихъ числителей на сумму ихъ 
знаменателей, получимъ среднюю дробь; то есть, такую ко­
торая будетъ заключаться между наименьшею и наибольшею 
изъ оныхъ дробей (сллотри Analyse algebrique, примѣчаніе И, 
теорема 12, или примѣч. I переводчика). Но какъ выраженіе 
(4) есть ничто иное какъ средняя дробь, то слѣдовательно 
оно будетъ заключаться между предѣлами А — £иБ-|-«: и 
какъ сіе заключеніе имѣетъ мѣсто сколь бы мало ни было чис­
ло е, то можно утвердишь, что выраженіе (ф) будетъ заклю­
чаться между предѣлами А и В.

Слѣдствіе. Ежели производная функція f7 (х) сама будетъ 
непрерывная между предѣлами х ха, х ~ X, то переходя 
отъ однаго предѣла къ другому, сія функція будетъ измѣнять­
ся, заключаясь всегда между величинами А и В, и приметъ 
послѣдовательно всѣ промежуточныя величины. Слѣдовательно, 
всякое количество между А и В заключающееся, будетъ рав­
но нѣкоторой величинѣ f7 (х) соотвѣтствующей величинѣ х 
содержимой между предѣлами zr0 и X —Ха /г, или, что все 
равно, величинѣ х имѣющей видъ:

л?0Qh — хв4- в(Х — х0),
гдѣ 0 означаетъ число меньшее' единицы. Приложивъ сіе при­
мѣчаніе къ выраженію (4) окажется, что всегда существует!. 
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такая величина которая заключаясь между предѣлами о и і, 
удовлетворяетъ уравненію.

ила, что все равно, слѣдующему
zr. f kxO А) У(я?о) _____ с/ f I л 7 X(б)  Ä-----------—/ О0-Н/9.

Сія послѣдняя формула должна существовать, какую бы вели­
чину х мы ни изобразили ггц, лишь бы только функція f (jc) и ея 
производная /Х(л7) были непрерывными между предѣлами .-г —•. 
Л7в, а;— x°-\~h.-, при семъ условіи будемъ имѣть вообще, 
, . /(х 4-А) —/(а?)__
(7)  h--------- (•  +*

потомъ подставивъ Да; вмѣсто /г, получимъ:
(8) f ~Ь А•/(х) —f1' (х —1~ 0 Да?) . Д х.

Замѣтимъ, что въ уравненіяхъ (7) и (8), 0 означаетъ всегда 
неизвѣстное число, но меньшее единицы, какъ было сказано 
выше.

ПришЪрбі, Приложивъ формулу (7) къ функціямъ 
найдется

(х+ *)«-«»  — , 1 а-1 ZJx-F-Ä)-l (х) __ I
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У р о к ъ осьмой.

Дифференціалы функцій нЪсколвкихЪ перелсЪнныхЪ. Частныя 
производнвія функціи и zacmHGie дифференціалві.

Пусть u~f (аг, у, z . . . .) будетъ функція нѣсколькихъ пе­

ремѣнныхъ независимыхъ величинъ аг, у, z . . . . Означимъ бук­
вою і безконечно-малое количество и чрезъ

^(аг, у, z .. .), у (х,у, z.......... ), гр (х,у, z . . . .) и проч.. . .
предѣлы къ коимъ приближаются отношенія

У, %. . /(а;. Z. . f(x, y + іу %...}—f(x,y,Z...\
і , і *

f\x, у, я + і ...) — f Іх, у, я. . •)
-------------------j------------------ - , Л проч. . .

въ то время когда і приближается къ нулю. ^>(аг, у, z...) будетъ 
производная функція выраженія u~f(x>y,z. .разсматри­
вая въ ономъ измѣняемымъ одно только количество X; сія 
производная называется састною производною количества и 
относительно къ х. Функціи / (аг, у, z . . .), гр (а?, х, z • . •) и 
проч, называются частными производными функціи и отно­
сительно къ у, z. . и проч. ...

Теперь, вообразимъ что измѣняемыя х, у, z.... получатъ 
какія либо приращенія Дх, Ду, Дг . . . . и пусть Ди будетъ 
соотвѣтствующее приращеніе функціи и, такъ что

(і) Ди—/(х-4-Дх, у4-Ду, х-4-Дг,.. . ,)—f(x,y,z.

Ежели приращеніямъ Дх, Ду, Д х.. . . припишутся конеч­
ныя величины Ä, k} I . . .. то величина Ди, выражаемая ура-
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вненіемъ (і) будетъ -называться конечною разностію функціи 
и; оная бываетъ обыкновенно количество конечное. Ежели 
напротивъ того, положимъ

(2) Ду “ай, Azz^czZ, и проч...........................................

гдѣ а означаетъ безконечно-малое число, то величина Ди, 
именно-,

/(асН-а7г, у + ай, z 4- aZ, . ... ) — f(x,y, z . . ..) 

будетъ почти всегда количество безконечно-малое; но раздѣ­
ливъ сію величину на а, получится дробь

Д ц __ /(»-+*  У « k, z-i-a.1. .. 1 •— f (х, у, z . ..)
(3) ■ ------------ а----- ----------------------------

которая, вообще говоря, будетъ стремится къ предѣлу разн­
ствующему отъ нуля. Предѣлъ сей называется полнвімЪ диф­
ференціаломъ или просто дифференціаломъ функціи и. Его 
означаютъ буквою d, такимъ образомъ

du или df (х, у, z ... .}

И такъ, сколько бы ни было перемѣнныхъ независимыхъ за­
ключающихся въ'фэункціи и, дифференціалъ оной всегда опре­
дѣлится формулою .

(4) d и “ пр.

Полагая послѣдовательно и ~ а?, у, u~z, и проч...; 
получимъ изъ уравненій (г) и (4)

(5) dx~hy dy~k, dz~l, тгі проч..«.

Слѣдовательно, дифференціалы перемѣнныхъ независимыхъ 
количествъ х, у, z . . . . суть не иное что какъ постоянныя 
величины й, к, I . . . .

Еягели частныя производныя функціи f (х, у, z . . .) будутъ 
извѣстны , то легко опредѣлится полный ея дифференціалъ. 
И дѣйствительно, ежели въ сей функціи перемѣнныя х, у, 
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Z . ... будутъ одна послѣ другой получатъ какія нибудь при­
ращенія Да?, Ду, Д z .. . ., то изъ формулы (8) предъиду­
щаго урона, выведемъ слѣдующія уравненія

/(а?-|- Да?, у, z..) — /(а?, у, z..) = Да? (а?-)-^ Да?, у, z..), 
/■(а?4-Да?,у+Ду, г..)-/(а?+Да?,у,г..)=Ду2(а?+Да?,у+^Ду,г..),  
У(а?4-Да?,у-}-Ду>г-|-Дз..)-/(^+Дл?,у+Ду,г..)=Дз^(х+Дху+Ду,г+03Дг..), 

и проч.....; гдѣ 0,, 02, 03,. . . суть количества неизвѣстныя, 
но заключающіяся между нулемъ и единицею. Сложивъ всѣ 
сіи уравненія почленно, получится

(б) /(а?4-Да?,>у4-Ду, г4-Дг...)—-J(a?,y,z. ..)=
Да?. ^>(а?4-^ Да?,у, z ...)

4-^/'ZGr + “3C. УІ 02‘ Ду, z ...)
Д z . ір (эс -|- Д х, у —|—Ду, z-|-0 Д z.-|- и проч.

Въ семъ послѣднемъ уравненіи вмѣсто перваго члена можно 
подставить Дщ полагая же послѣ сего подстановленія Да?“а/г, 
Дуігзай, Дг —а/, и раздѣляя потомъ обѣ части на а, 
получимъ слѣдующую формулу

(7) -h-/'(^-Ь0І,а/г,у, z...)H-Ä.^(a?+a^,y-b02aÄ, z....)

-н I. (а?-|- ah, y-j- а/г, z +03 а/. и проч., изъ которой,
перейдя къ предѣламъ и подставивъ da? , dy, dz..., вмѣсто 
й, й, I-. . . , найдется

(8) du=^(a?,y}z...)da?4-^(a?,y,z...)dy+?/-(a?,jy,z....)dz4- и проч.

ПрижЬрбі: d(a?-f-y-[-z....) — d а? dy -|- d z -J- .. .., 
d(a?—y)~da?—dy, d(aa?4-by-|-cz....) — adJc-{-bdjr-\-cdz..., 
d(a?yz . ..) —yz.. da?-f--^z..dy + a?y .. dz..., d’(a?ey5...) 

и проч.
б
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Замѣтимъ, что въ величинѣ du доставляемой уравненіемъ 
(8), членъ (р (zr, у, z.-.^dx есть дифференціалъ функціи 
и —f (х, у, z • . .) разсматривая въ оной измѣняемымъ одно 
только количество х, прочія же величины у, z. . . принимая 
за постоянныя. По сей то причинѣ членъ сей называется 
касіпнвімЪ дифференціаломъ функціи и, взятымъ относитель­
но къ ал Равнымъ образомъ и ^(а?,у, z...)dy, ф (а?, у, z...) dz,... 
суть частныя дифференціалы функціи и относительно къ 
у, къ Z,. . . Озна.чивъ сіи частныя дифференціалы буквою d, 
и подписавъ подъ оной ту измѣняемую величину, къ коей 
дифференціалъ относится, слѣдующимъ образомъ

dx и, dy и dzu, . . . . и проч. .
получимъ
X X t X X dX U S у. dy U f у. 1X-
(9) rfx» z(^y,z...)--^p и проч...

и уравненіе (8) можно будетъ представить или въ видѣ 

(іо) du — dx и -ф- dy u-ф- dz и -н и проч.,
или въ слѣдующемъ ,
/ \ j __ dxи 1 1 dy и j 1 i(и) du — ~dx-]--j- dy + ^z- dz-\--------

Въ уравненіяхъ (g) буквы поставленныя подъ d для сокраще­
нія не пишутся, а частныя производныя функціи и, взятыя 
относительно къ х, у, z . . . • изображаются знакоположе­
ніями 
, . dи d и du
(I2) di’ dj’ Гг’ и пр°ч-

'du
гдѣ не будетъ уже выражать полнаго дифференціала аи раз­
дѣленнаго на dx-, и тогда, для означенія частнаго дифференціа­
ла количества и взятаго въ разсужденіи х, должно употре­

бишь знакоположеніе dx въ коемъ нельзя сократишь чи-
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слителя съ знаменателемъ. Въ силу сихъ условій формула 
(іі) приводится къ

. __  d и , . rf и , 1 du, .
(і5) du—-^. dx + djdy+rzdz+ п проч....

Но какъ въ сей послѣдней формулѣ уже нельзя уничтожить 
дифференціаловъ dх, dy, d z,.. . то уравненіе (ю) никакимъ 
другимъ замѣнить не можно.

Данныя нами опредѣленія и формулы, можно, безъ затру­
дненія , распространить и на тотъ случай когда функція 

сдѣлается мнимою. Такъ, напримѣръ, полагая и — x-j-yV—і, 
частныя производныя функціи и, и ея полный дифференціалъ 
будутъ относительно даны уравненіями

jJ—Т» —1/~1’ du~ dx-}- dy

Наконецъ, покажемъ весьма простое средство приводить 
изчисленіе полныхъ дифференціаловъ къ изчисленію производ­
ныхъ функцій. Ежели въ выраженіи f(x-}-ah, у-}-ак, 
примемъ одно только количество а за перемѣнное, и въ слѣд­
ствіе сего положимъ
(і4) f(x-\-ah, у-}-ак, z&Z ....) ~ F(a),

то будетъ, не только

(і5) u = F(o),
но и Ди — F (a)-F(o), а посему 
, z-x 1 Ftä — F(o) -ту , х(іб) du ~ пр»------------------------- — F (о).

И такъ, чтобъ составить полный дифференціалъ du, сто­
итъ только найти частную величину производной функціи 
F" (а), для а — о.

6*



УРОКЪ ДЕВЯТЫЙ.

ОбЪ употребленіи ѵастнвіхЪ производнвсхЪ при дифференциро­
ваніи сложнвіхЪ функцій. Дифференціалві неявнвсхЪ функцій.

Пусть будетъ 5 — F(и, ѵ, w . ..) какая нибудь функція 
перемѣнныхъ количествъ и, V, W . . . кои сами суть функціи 
измѣняемыхъ независимыхъ величинъ х, у} z . . . : то 5 будетъ 
сложная функція сихъ послѣднихъ перемѣнныхъ; и ежели 
означимъ чрезъ Да;, Ду, Д z, . . . произвольныя приращенія ко­
личествъ аг, у, z . . • то соотвѣтствующія имъ приращенія 
Ди, Дѵ, Дw, .... Д-S функцій и, vt W, . . . s будутъ имѣть 
между собою слѣдующее отношеніе :

(і) Д s — F (и Ди, и-}-Ди, іѵ-|-Діѵ,...)— F(u, ѵ, w ...). 

Сверхъ того означимъ чрезъ Ф (и, ѵ, w. . .), Х(и> ѵ, W...), 
Ф’(и, ѵ, частныя производныя функціи F(utV,W...') взятыя
относительно къ и, г>, w. . . Но какъ уравненіе (б) предъидущаго 
урока имѣетъ мѣсто для какихъ нибудь величинъ перемѣн­
ныхъ х, у, z . . . и ихъ приращеній Дх, Ду, Дз .. . .-, то за­
мѣнивъ аг, у, z . . . величинами и, ѵ, w. . . , а функцію f функ­
ціею F, получится
(2) К(н+Ди, ѵфДѵ, гѵфДгѵ,..)—F(u, ѵ, w..) = Ди Ф (и4-0, Ди, ѵ, w..) 
4-Дѵ-Х(и4-Д«,ѵф^Дп,іѵ,..)фДгѵ  Ф^ифДи, ѵфДѵ, іѵф^3Діѵ..)+ и проч. 

Въ семъ послѣднемъ уравненіи Фр &2> ,,.... означаютъ какъ
и прежде количества неизвѣстныя, но меньшія единицы. Те­
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перь, полагая Да“afe—ad<r, Ду~оЛ—«cZy, Lz~alzzadz,..., 
и раздѣляя на а обѣ части уравненія (2), найдемъ

< ~=ф(и-]-^аЬ, v,w...)^+X(w+a/i,v4-^afc, w...)v 
(3) ) А

( -]-&(u-]-a‘h, v-]-ak, w-\-Q3al...') ~~4~ и проч.,

и наконецъ, полагая а “ о,

(4) ds=^(u,v,w...)du+X(u,v,w...)dv+?P(u,v,w.t.)dw4- й проч. 

Величина ds данная уравненіемъ Д) сходствуетъ съ величи­
ною du доставляемою уравненіемъ (8) предъидущаго урока. 
Главное различіе состоитъ въ томъ, что дифференціалы dx, 
dy, dz,... содержащіеся въ величинѣ du суть постоянные 
произвольные, дифференціалы же du, dv, dw ., . заключающіе­
ся въ величинѣ ds суть функціи перемѣнныхъ независимыхъ 
х, у, z.... и произвольныхъ постоянныхъ величинъ dx, dy, 
dz....

Приложивъ формулу (4) къ нѣкоторымъ частнымъ случа­
ямъ, найдемъ

<Z(u-|--y4-w...)“cZu-|-dn-|-tZw.., d(u—v)~du—dv, dQau-^bv-^cw.S) — 
adu-\-bdv-]-cdw.., d(uvw. .)zzvw. .du-]- uw..dv-]-uv..dw-]-.., 
j / ix \ v d it “““ udv « «•»   л. ♦ ■» d 7 / \ 7

d \^) —----- ------- 9 du rz vu du-\-u L {u) dv. и проч....

Мы уже прежде вывели сіи уравненія (смотри 5*  урокъ) по­
ложивъ ншо и, ѵ, W . . . суть функціи одной перемѣнной не­
зависимой X; а теперь видимъ, что сіи уравненія имѣютъ 
мѣсто, сколько бы ни было перемѣнныхъ независимыхъ коли­
чествъ.

Уравненіе (4) можно вывести изъ формулы (іо) предъ­
идущаго урока, въ томъ частномъ случаѣ, когда величины 
и, ѵ, w .. .. будутъ: первая, функція одной измѣняемой х, вто-
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рая, одной измѣняемой у, третья, одной измѣняемой z. ... 
И дѣйствительно, оная формула доставляетъ

(5) ds “ dxs 4- dys + dzs -|- и проч. .. .

И какъ сверхъ того , по предположенію, количество х заклю­
чается въ одной только величинѣ и, то разсматривая 5, какъ 
функцію х, формула (іо) 4го урока дастъ

dx s — dx F(u, ѵ, w .. .) — Ф (u, v, w. ..) dxu — ф (и, v, w .. .) du; 

равнымъ образомъ найдется .

dyS — X (и, v, w ...) dv, dzs — Ф(и, v, w ...) dw, и проч, 

и подставивъ сіи величины dxs, dyS, dzs . .. въ формулу (5), 
ясно что оная будетъ одинакова съ уравненіемъ (Д).

Теперь пусть будетъ т другая функція перемѣнныхъ неза­
висимыхъ х, у, Z . . . • Ежели, для всѣхъ возможныхъ величинъ 
сихъ измѣняемыхъ, будемъ имѣть ■
(б) S — T, .
то можно будетъ заключить что
(7) ds zzz dr.
Въ частномъ случаѣ когда функція г или бываетъ равна нулю, 
или постоянной величинѣ с, найдется dr“o; и потомъ 
уравненіе
(8) s — о, или s ~с,
доставитъ слѣдующее
(9) ds — o.
Уравненія (7) и (д) называются дифференціалснбілш уравнс-. 
ніялас. Второе можетъ быть представлено въ видѣ

(іо) $(u,v,w...)du-|-X(u,v,w...) dv-]- 4J(u,v,w...') dw— о, 

и имѣетъ мѣсто и тогда, когда нѣкоторыя изъ функцій 
и, ѵ, w . . . сдѣлаются равными нѣкоторымъ изъ измѣняемыхъ 
независимыхъ х, у, z... Такъ, напримѣръ, найдется
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полагая F (х, v) zz о, Ф (х, г>) ^хЦ-Х(х, v) dv — о;
полагая F(x,y, w)zzo, 0(x,y,w)dxH-X(x,y,w)dy-4-?F'(x,y,w}dw=:o; 
и проч. Очевидно что въ сихъ послѣднихъ уравненіяхъ, ѵ есть 
неявная функція перемѣнной х, а w неявная функція пере­
мѣнныхъ а?, у, и проч. ...

Также, положивъ что перемѣнныя х, у, Z . . . , вмѣсто того 
чтобъ быть независимыми, будутъ сопряжены между собою 
уравненіемъ
(и) /(х, у, z...)=zo
то, употребивъ знакоположенія принятыя нами въ предъиду­
щемъ урокѣ, получимъ дифференціальное уравненіе

(і2) ^(x,y,z...)tZx4-/(x,y,z...)dy4-^(x,y,z...)dzH-... —о, 

изъ котораго можно будетъ опредѣлить дифференціалъ одной 
изъ перемѣнныхъ величинъ, принимаемыхъ за неявную функ­
цію всѣхъ прочихъ. Такъ, напримѣръ, найдется, 

полагая х2-|-у2zzа2, xdx ydy — о, dy——^dx-, 

полагая у2 — х2 — а2, ydy ’— хdx — о, dy zz j dх;

полагая х2-}-y2-|-z2^za2, xdx+ydy+zdz — O, dz——^dx — ^dy. 

Но какъ при томъ имѣемъ, въ первомъ случаѣ, у Уд2—х3, 

а во второмъ, у~±Ѵаі-]-л:2) то изъ предъидущихъ формулъ 
выведемъ

(іЗ) d (Уд2——"х2^zz —— d(yrf^4 = -^-x—-
что легко можно повѣрить.

Означивъ буквою и функцію / (гг, у, Z .. .) , уравненія (іі) 
и (12) могутъ быть выражены слѣдующимъ образомъ: и — о, 
du zz о.

Ежели бы перемѣнныя X, у, Z ... ., были сопряжены не 
однимъ уравненіемъ и zz о, но двумя условными уравненіями
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(14) W — О, V — о,
тогда получили бы два дифференціальныхъ уравненія 

(і5) du —о, dv — о,

посредствомъ кОихъ могли бы опредѣлишь дифференціалы 
двухъ перемѣнныхъ, принимаемыхъ за неявныя функціи всѣхъ 
прочихъ.

И вообіце, ежели п перемѣнныхъ х, у, z . . . сопряжены бу­
дутъ т условными уравненіями

(іб) и~ о, ѵ — о, W“о, и проч.........................
то будемъ имѣть пг дифференціальныхъ уравненій

(17) du —о, dy~o, dw —о, и проч....................

помощію коихъ можно будетъ опредѣлить дифференціалы т 
измѣняемыхъ величинъ, принимаемыхъ за неявныя функціи 
всѣхъ остальныхъ.



УРОКЪ ДЕСЯТЫЙ.

Теорема, однородных?) функцій. Наибольшія и наименьшія 
величины функцій нѢсколвкихЪ перемѣнныхъ.

Вообразимъ функцію нѣсколькихъ измѣняемыхъ величинъ, 

и положимъ что, увеличивъ или уменьшивъ всѣ измѣняемыя 
количества въ дайномъ отношеніи, получаемъ какую нибудь 
степень сего отношенія помноженную на самую функцію, то 
сія функція будетъ называться однородною. Степень даннаго 
отношенія, будетъ измѣреніе или степень предложенной функ­
ціи. Изъ сказаннаго слѣдуетъ, что f (х,у, Z . . .) будетъ однород­
ная функція степени а, перемѣнныхъ х, у, z .. . когда означивъ 
чрезъ t новую измѣняемую , получимъ для всѣхъ возможныхъ 
величинъ t, 
(і) f(tx, ty, tz...)=іьа/(х, у, z. ..).
Теорему однородныхъ функцій можно выразить слѣдующимъ 
образомъ:

Теорема. Когда частныя производныя какой нибудь одно­
родной функціи степени а, относительно ко всѢмЪ измѣняе- 
мвіллЪ величинамъ, соотвѣтственно помножатся на самыя 
измѣняемыя, то сумма всѢхЪ сихЪ произведеній будетЪ рав­
няться количеству а, помноженному на самую предложенную 
функцію.

Доказательство. Пусть будутъ и ~f (х, у, z . . .) данная 
функція, и^(х,у,г...), %(х,у, z...), тд(х,у, z...) и проч.... 
частныя производныя оной относительно къ х, къ у, къ z, 
и проч. ... Взявъ дифференціалы обѣихъ частей уравненія 

7
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(l), принимая въ немъ только £ за перемѣнную величинѵ, по­
лучимъ

(£х, ty, tz . .) xdt -|- (£x, ty, tz ..) ydt -|- 
гр (£x, £y, tz ..) zdt -f- .. — ata~If(x,y) z ..) dt;

потомъ, раздѣливъ на dt, и положивъ tzz і ,

(2) х $ (х, у, Z..) +у% (х, у, z..) Ч- z гр (х,у, z..) + • • =af(x,y, z..~), 
или, что все равно, 
,_ч du du du
(3) + + аи'

Слѣдствіе. Для однородной функціи степени нуль, будетъ 
, . du du du
(4) хГх+Уо + 2ггН— = °-

Прилсѣрві. Приложить теорему къ функціямъ Ах'-^-Вху-^-Су*

Когда вещественная функція многихъ перемѣнныхъ не­
зависимыхъ х, у, z . . . получитъ величину превосходящую всѣ 
сопредѣльныя съ нею величины, то есть, всѣ тѣ, которыя 
получились бы , измѣняя безконечно мало X, у, Z . . . ; то сія 
величина функціи называется наиболвшею величиною.

Когда же какая нибудь величина вещественной функціи 
ж, у, z . . . будетъ менѣе всѣхъ сопредѣльныхъ съ нею вели­
чинъ, то она принимаетъ названіе наиліенвшей. велитинві.

Изысканіе наиболвшихЪ и наилленвшихЪ еелисинЪ функціи 
нѣсколькихъ перемѣнныхъ, легко приводится къ изысканію 
наиболвшихЪ и наименьшихъ величинѣ функціи одной пере- - 
мѣнной. И въ самомъ дѣлѣ, предположимъ что и—f(x,y, z...) 
сдѣлается наиболвшею величиною ‘для нѣкоторыхъ опредѣлен­
ныхъ величинъ количествъ х, у, z . . то для сихъ частныхъ 
значеній, и для безконечно-малыхъ численныхъ величинъ а, 
получимъ
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(5) /(x-j-a/i, /Ч-afe, z + aly. . .) </(x, y, z...),
какія бы впрочемъ ни были конечныя постоянныя hy к, Z. . 
лишь бы только онѣ взяты были такимъ образомъ, чтобъ 
первая часть формулы (5) оставалась вещественною. Поло­
живъ для краткости
(б) J (х + ahy у-[-аку z + aly. . .) — F(a), 
формула (5) приведется къ слѣдующей
(7) F(a)<F(o).
Сіе неравенство должно имѣть мѣсто для положительныхъ 
и отрицательныхъ величинъ а; откуда слѣдуетъ, что измѣняя 
одно только количество а, функція F (а) будетъ имѣть 
наибольшую величину для а, — о.

Такимъ же образомъ докажется , что ежели f (х, у, z. . .) 
получитъ наименьшую ьелиѵину для нѣкоторыхъ частныхъ зна­
ченій х, уу Z..., то соотвѣтствующая величина функціи 
F(a) будетъ наименьшая, для а —о.

Теперь замѣтимъ, что ежели обѣ функціи F(a), F' (а) 
будутъ непрерывныя относительно къ а, въ сопредѣльности 
величины а — о, то сія величина не можетъ дать ни наи­
большей ни наименьшей ьелихины для первой функціи, ежели 
не уничтожитъ вторую (смотри урокъ 6 “), ‘то есть, долж­
но быть
(8) Fz (о) — о.
Сверхъ того, подставивъ dxy dyy dz. . . вмѣсто hy ку I. . , , 
уравненіе (8) получитъ видъ 
(g) du — о,
(смотри урокъ 8'й). Къ тому же, поелику функціи F (а) 
и F' (а) суть не иное что какъ и и d иу когда въ оныя поста­
вимъ хah вмѣсто х,у ак вмѣсто уу z-{-al вмѣсто z...; 
то ясно, что ежели обѣ сіи функціи будутъ прерывныя от­
носительно къ ау въ сопредѣльности величины а~ о, въ та- 

• 7*  
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комъ случаѣ оба выраженія и и du, принимаемыя за функціи 
перемѣнныхъ х, у, Z . . . будутъ также прерывные относи­
тельно къ симъ перемѣннымъ въ сопредѣльности частныхъ 
величинъ имъ приписанныхъ. Присовокупивъ къ симъ замѣча­
ніямъ сказанное выше , надлежитъ заключить что величины 
х, у, z .. • могущія доставишь наибольшія, или наименьшія 
ьелиеинвь функціи и, суть или тѣ, отъ которыхъ и и du 
дѣлаются прерывными, или тѣ, которыя удовлетворяютъ 
уравненію (9) независимо отъ постоянныхъ величинъ dx, dy, 
dz.... Теперь легко будетъ рѣшить слѣдующій вопросъ.

Задача. Найти наибольшія и наименьшія ее лысины, функціи 
многихЪ перемѣнныхъ.

Рѣшеніе. Пусть будетъ и —f (х, у, z . . предложенная 
функція. Сперва найдемъ величины х,у, Z... отъ которыхъ 
функція и или d и дѣлается прерывною; къ симъ величинамъ 
должно отнести шѣ, кои выводятся изъ формулы 
(ю) du —±оо.

Потомъ, сыщемъ величины х, у, Z... удовлетворяющія ура­
вненію (9), независимо отъ постоянныхъ величинъ dx, dy, 
dz... Сіе уравненіе можетъ быть представлено въ слѣдую­
щемъ видѣ:
у х d и 1 d и 9 ! d и ч
(и) Гх dx+^dy4-^dzH------ — О,

откуда получаемъ
z х du du __ d и

—°> dj — °> d^ — °> и проч. . . . ;

и дѣйствительно, dx, dy, dz ... . будучи независимы и какіе 
нибудь, первое изъ сихъ уравненій получится полагая dx“i, 
dy — о, dz — о . . .; второе, полагая dx — о, dy — 1, dz — о . . .; 
и проч. ... Замѣтимъ , что какъ число уравненій (12) равно 
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числу неизвѣстныхъ х, у, z ... , то чаще всего получимъ 
опредѣленное число сихъ неизвѣстныхъ (*).

(*) Сочинитель предполагаетъ, что функція и чаще всего алгебрическая.
Примѣчаніе переводчика.

Вообразимъ какую нибудь систему величинъ х, у, z.. . 
удовлетворяющихъ уравненіямъ (12); означимъ чрезъ х0, у» z0,. •. 
величины принадлежащія къ сей системѣ. Соотвѣтствующая 
величина функціи f(x, у, Z...), именно, f (х0, у0, Zo,..) будетъ 
наибольшая^ когда разность

(13) /(x04-aZ, /оН-afe, z0 ф- al. ..}—f(x0, уоі z0.. .) 

для безконечно - малыхъ численныхъ величинъ а или какихъ 
нибудь величинъ 7г, к, I. . . останется постоянно отрицатель­
ною. На оборотъ, f (хо1 у0, z0 .. .) будетъ .наименешая когда 
оная разность останется постоянно положительною. Если же, 
измѣняя величины /г, к, I..., сія разность будетъ иногда 
положительная , а иногда отрицательная , то величина 
f (х0, у0, z0.. .) не будетъ ни наибольшая ни наилѵеныиая.

ПримЪрЪ. Функція Ах*-\-Вху-\-  Cy*-\-Dx-\-Ey~\-F  полу­
чаетъ наибольшую или наименьшую величину, когда В2—Д^4С-<о, 
но не получаетъ ни той ни другой, когда В2 — l\AQ >0.

Примѣчаніе. Случится можетъ что одна и таже величина 
функціи и, большая или меньшая всѣхъ смежныхъ величинъ того 
же количества, будетъ соотвѣтствовать безконечному множе­
ству различныхъ величинъ приписанныхъ измѣняемымъ х, у, Z... 
Оная величина и будетъ слѣдовательно наибольшая или наи­
меньшая. Когда сіе случится въ сопредѣльности тѣхъ значеній 
х, у, Z. . . для которыхъ и и du суть непрерывныя, то сіи 
количества необходимо будутъ удовлетворять уравненіямъ 
(і2). И такъ, сіи уравненія могутъ иногда относиться 
къ тѣмъ, кои называются неопредѣленными. И дѣйствитель- 
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но, можетъ случится что нѣкоторыя изъ нихъ заключаютъ 
всѣ остальныя.

ПримЬрЪ. Положивъ uzzz(cy — Ъ zіу (а z — с х -|- ту 
-J- (Ьх — ау -f- уравненія (і2) приводятъ только къ двумъ 
слѣдующимъ

су — bz+l ,  az—cx+m Ьх—ау+п
а ' Ъ с

а величина и соотвѣтствующая безконечному множеству вели­
чинъ х, у, Z . . . удовлетворяющихъ двумъ послѣднимъ уравне­
ніямъ, будетъ слѣдующая

(аI-4- Ьт-4- си''2
Я2 —J— 62 —f— С3 Э 

и можетъ быть принимаема за наименьшую.



УРОКЪ ОДИНАДЦАТЫЙ.

ОбЪ употребленіи неопредЪленнбіхЪ множителей при р'азвісканіи 
наиболбіиихЪ и наименьшихъ велисинЪ.

Означимъ чрезъ

(і) u—f(x, у, z.

функцію, заключающую п перемѣнныхъ величинъ х, у, z. . , 
и вообразимъ, чшо сіи измѣняемыя удовлетворяютъ т услов­
нымъ уравненіямъ
(2) ѵ — о, w — о, и проч. ...
и слѣдовательно зависятъ однѣ отъ другихъ.

Чтобъ приложить способъ показанный для опредѣленія 
наиболбіиихЪ и наименьшихъ велигинЪ функціи и и къ настоя­
щему случаю , должно сперва посредствомъ формулъ (2) вы­
ключишь изъ сей функціи т различныхъ перемѣнныхъ коли­
чествъ. Потомъ, разсматривая оставшіяся п — т измѣняе­
мыхъ независимыми, разыскать тѣ величины сихъ перемѣн­
ныхъ, которыя содѣлываютъ функцію и и ея дифференціалъ 
du прерывными, или тѣ, кои удовлетворяютъ уравненію 

(3) du~ о
независимо отъ дифференціаловъ сихъ самыхъ перемѣнныхъ. 
Разысканіе наиболбіиихЪ и наименешихЪ еелисинЪ соотвѣт­
ствующихъ уравненію (3) можетъ быть облегчено слѣдую­
щимъ образомъ:

Полный дифференціалъ функціи и, разсматривая въ ней 
независимыми Всѣ величины х, у, z . . . будетъ
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(4) + и проч. . . . = О,
заключающій »дифференціаловъ dx, dy, dz... Но надлежитъ 
замѣтить, что изъ нихъ только п — т будетъ произвольныхъ, 
остальные же будутъ зависѣть отъ первыхъ и отъ самыхъ 
измѣняемыхъ ас, у, Z..и сія зависимость опредѣлится уравне­
ніями duzzzo, dvzzzo, dwzzzo... или, что все равно, 

(5) ~dx-\- -dy+^-dz-i-..— о, dx+ dy+^dz-j-..—о, и проч...
х dx dy dz dx d у ' dz 1 1

J/L такъ, поелику уравненіе (4) должно состояться, какіе бы 
ни были дифференціалы перемѣнныхъ независимыхъ, то ясно, 
что ежели выключимъ изъ сего уравненія число т дифферен­
ціаловъ помощію формулъ (5), то коеффиціеншы п — т ос­
тальныхъ дифференціаловъ должны быть порознь равны нулю. 
Дабы совершить таковое выключеніе, стоитъ только къ ура­
вненію (4) придать формулы (5) помноженныя на неопредЪ- 
леннвія. количества, — Z, — — и проч. . . ., и опредѣлить
сіи послѣдніе множители такъ, чтобъ въ получаемомъ послѣ 
сего уравненіи, коеффиціешпы у т зависимыхъ дифферен­
ціаловъ уничтожились. Сверхъ того, какъ окончательное ура­
вненіе будетъ имѣть видъ

(6) + ------- )d/+...=o,
у \dx dx ь dx / \dy dy r dy / ✓

и какъ притомъ, по уничтоженіи въ ономъ коеффиціентовъ 
тп дифференціаловъ, должно будетъ уравнять нулю коеффи- 
ціенты остальныхъ дифференціаловъ ; то можно заключить, 
что величины Z, fl, ѵ . . . выведенныя изъ которой нибудь изъ 
слѣдующихъ формулъ

(7) ..=<>, и ирон....dx dx і dx dy dy r dy
должны будутъ удовлетворять всѣмъ прочимъ. Слѣдовательно, 
величины х, у, z . . . удовлетворяющія формуламъ (4) и (5)
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должны также удовлетворять условным!, уравненіямъ , кои 
найдутся по изключеніи неопредѣленныхъ 2, //, т . • . изъ фор­
мулъ (7). .Число сихъ условныхъ уравненій будетъ п — т. 
Присовокупляя къ онымъ формулы(2), получится всего п 
уравненій , изъ коихъ выведемся для данныхъ перемѣнныхъ 
х, у, z. . . нѣсколько системъ величинъ, между которыми не­
обходимо будутъ находиться и тѣ, кои не содѣлывая прерыв­
ною одну изъ функцій и и d и , дадутъ для первой наиболь­
шія тл. наименешія велишнеі. Не худо замѣтить, что условныя 
уравненія произходяіція отъ изключенія 2, ѵ . . . изъ формулъ 
(7), нисколько неизмѣнятся замѣтивъ функцію и кавою нибудь 
изъ функцій D, W, . . . и на оборотъ. Слѣдовательно, условныя 
уравненій не измѣнятся если вмѣсто того чтобъ искать 
наиболешія хі наименешія велисинеь функціи и, предполагая 
ѵ — о, w — о,. . . , искали бы наиболешія и наименешія вели- 
хинеі функціи W, предполагая и m О, ѵ ~ О, . . . и проч. Даже, 
можно бы было, не измѣняя условныхъ уравненій, подставить 
и — а , ѵ — Ъ , w — с, .... вмѣсто функцій и, ѵ, w, . . . . гдѣ 
а, Ь, с, . . . . означаютъ постоянныя произвольныя количества.

Въ частномъ случаѣ, когда желаемъ получить наибольшія 
и наименешія велиеинбі функціи и, предполагая что х, у, zt.. 
должны удовлетворять одному только уравненію

(8) то,
формулы (7) примутъ видъ

du . d ѵ du . d ѵ du .dv
(9) = 0—^0 — °’ dz“^”0’ И проч.,.,

откуда, изключивъ 2, получаемъ
/du.\ /du\ С^и 

х \d х'   'd уі   'd z  
іо) —J— —■ -J - — —у—   И проч. . . .J /d v\ (d v\ tv\ Г

\dx' ^dyd 'dz'

8
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Сія послѣдняя формула заключаетъ п — і различныхъ уравне­
ній , кои будучи сопряжены съ уравненіемъ (8), опредѣлятъ 
искомыя величины перемѣнныхъ х, у, z . . . •

I'“ ПримЪрЪ. Предположимъ что требуется найти наи­
большую и наименьшую величину функціи w^zax-\-by-\-cz-{-...y 
гдѣ а, Ь, с . . . суть постоянныя количества , а х, у, z . . . . 
перемѣнныя удовлетворяющія уравненію

х2 -|— _уа —|— z’ —. Z—: г2 или х1 -|- у2 4~ + • • • —7,2 — о.
гдѣ г означаетъ постоянную величину.

Формула (ю} доставитъ
. . а __  Ь ___ е
(II) - — И проч. . ,

изъ чего выведется (смотри 1’Analyse algebrique, note II, или 
примѣч. 11 переводчика). ч
ах -|- Ъу . . . _|_У(а2 Ч--й2 + с2 —и і yfq24-52-4-ca-4-...)
л2Ч->2-Ь г2~ У^2 +>а -+- я2 -R-Tj’ или R   г > 
слѣдственно
(іг) uzz±r V(a2-j- б2 4-с’-j-. . .).

^абы удостовѣриться въ томъ, что изъ двухъ величинъ функ­
ціи и, доставляемыхъ уравненіемъ (12), одна наиболешал, а дру­
гая наименьшая величина, надлежитъ только замѣтить, что 
всегда будемъ имѣть

((ctx-f-by+cz4"* ,,)a_b (*̂® — ау)4"(cx—hz)24"••• (у~У bz^ -4-...

(—(a24-&2+c2+...)(x2-f-ya+za+...),

и слѣдовательно и*  < (а2 4" Ь*  4~ с2 4~ • * •) г* > изключая тотъ, 
случай , когда величины перемѣнныхъ будутъ удовлетворять 
формулѣ (іі). ѵ

2‘“ ПримЪрЪ. Означимъ чрезъ а, Ъ, с ... . к постоянныя 
количества, а чрезъ X, у, Z . • • перемѣнныя удовлетворяющія 
уравненію



- 59

. ах-1-bycz. .~k

и станемъ искать наиболвшую величину функціи x4~y4--z4"--’ 
Въ семъ предположеніи, получимъ опять формулу (и), изъ 
коей выведемъ

К__  -+-с24-...)
~ ~:—Y{üj--------- » и слѣдовательно

, ,. __ _______ к2______ .
kIZU U  а2-t-b2-+-с2-+-.. .>

ежели число перемѣнныхъ х, у, z . . . , будетъ равно тремъ, 
и ежели положимъ, что оныя означаютъ прямоугольныя коор­

динаты, то величина ~Ѵщ слѣдующая изъ уравненій (іф), оче­
видно будетъ изображать кратчайшее разстояніе отъ начала 
координатъ до опредѣленной плоскости.

3* й ПримЪрЪ. Положимъ что требуется сыскать полу-оси 
эллипса или иперболы отнесенныхъ къ центру, и опредѣ­
ляемыхъ уравненіемъ

Лх2 4~ zBxy Су2 — К.

Каждая изъ сихъ полу-осей будетъ наиболвшал или наимене- 
шал величина радіуса вектора г, проведеннаго отъ начала 
координатъ до кривой, и опредѣляемаго формулою Г2~х'4у. 

Поелику .будемъ имѣть dr — - (xdxу dy) > то нельзя бу­
детъ уничтожить dr иначе, какъ предположивъ г_ оо или 
xdx -hy dy — о. Первое предположеніе можетъ только быть 
принято въ иперболѣ. Принявъ же второе, въ слѣдствіе 
формулы (іо) имѣемъ .

X _ __у_ _ _____ х2+у2______г^
Лх+Ву~ Cy+Bx~ x^x+By}+y(Cy+Bx)~~ К’ т2 г2 с —

(і5) (£ —Л)(£ —С)=№.

8*
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Теперь замѣтимъ, что вещественнымъ величинамъ количества 
г, будутъ всегда соотвѣтствовать положительныя величины 
г2, и что уравненіе (15) доставляетъ двѣ положительныя ве­
личины для г2 когда АК>о, Л С — В'' > о ; одну , когда 
А С — В1 < о. И дѣйствительно , въ первомъ случаѣ кривая 
линія есть эллипсъ , и слѣдовательно будетъ имѣть обѣ оси 
вещественныя; во второмъ же случаѣ, какъ оная кривая линія 
есть ипербола, то и будетъ имѣть только одну возможную 
ось.



УРОКЪ ДВѢНАДЦАТЫЙ.

Дифференціалвь и производныя, функціи разнвіхЪ порядковъ 
ввіраженій заключающихъ одну перемѣнную. ОбЪ измѣненіи 

перемѣннаго независимаго количества.

Іанъ какъ производныя функцій одной перемѣнной л обык­
новенно бываютъ другія функціи сей самой перемѣнной, то 
очевидно что изъ данной функціи у~ф(хД можно будетъ вы­
вести вообще множество новыхъ функцій, и,каждая изъ нихъ 
будетъ производною предъидущей. Сіи новыя функціи назы­
ваются производными функціями разнвіхЪ порядковъ количе­
ства у или У (л) и оныя означаются знакоположеніями

. г» • • • • У"’
или f О), /х/ (аг), //z/ (х), fir(а?), /г (а?), . . . f W (а?).

И такъ у7 или /z (л) будетъ производная функція перваго по­
рядка данной функціи у ~f (х);- уі/ иля f''''' (До) будетъ произ­
водная втораго порядка количества у, или производная пер­
ваго порядка функціи у7; и проч. . . наконецъ у(п) или у }(х) 
(гдѣ п означаетъ какое нибудь цѣлое число) будетъ производная 
пТО порядка количества у, или производная перваго порядна 
функціи

Пусть будетъ теперь і/л — h дифференціалъ перемѣнной 
Л разсматриваемой независимою. Изъ сказаннаго выше, полу­
чится
Г.л z/_.<&_ _djf

z У  dx*  У dx’ У ' dx * ' “ * У d x *
или, что все равно ,
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(2) dy . h, d/ = /' . Ä, dy" = y'" -h,... dyM = y1--’ . h.

Сверхъ того, какъ дифференціалъ функціи перемѣнной х есть 
другая функція сей самой перемѣнной, то посему и можно 
будетъ дифференцировать у нѣсколько разъ сряду. Такимъ 
образомъ получимъ дифференціалві, разнвіхЪ порлдковЪ функ­
ціи у, а именно:

dy ~у' h zzzy'dx, ddy ~h . dy' ~y" h? zz. y"dx* , 
dddy — li*dy' / — y"' h3" y"' dx3, и проч.

^ля сокращенія пишется просто d*y  вмѣсто ddy, d3y вмѣсто 
dddy и проч....; посему dy изображаетъ дифференціалъ 
перваго порядка , d*  у дифференціалъ втораго порядка и 
проч. . .. ; и вообще dnу изображаетъ дифференціалъ пто по­
рядка. Въ слѣдствіе сихъ условій выйдетъ
(3) dyzzy'dx, dy—y"dx*,  d3y—y"'dx3i d4y—yir’dx4)...dny=yMdxn, 

отсюда ,
(n ѵ/ — v// — ... r(n) — d-J.,
k'rj У dx’ У ’ dx2 ’ У dx3 * У da4^ ’ * У d xn

По послі>дней изъ формулъ (3) заключаемъ, что производ­
ная функція п™ порядка , а именно у^ есть тотъ самой 
коеффиціентъ, на который должно умножить /г” степень 
постоянной величины hzzzdx, чтобъ получить дифференціалъ 
тгго порядка. По сей то причинѣ у^ называется иногда диф- 
ференціал&нбіліЪ коеффиціентоліЪ пт пор л дна.

Объясненныя правила для опредѣленія дифференціаловъ 
и производныхъ функцій перваго порядка выраженій заклю­
чающихъ одну только перемѣнную , послужатъ равно и къ 
опредѣленію ихъ дифференціаловъ и производныхъ высшихъ 
порядковъ. Вычисленія сего рода очень просты , что можно 
видѣть изъ слѣдующихъ примѣровъ.
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Возмемъ сперва у — sin у. Означивъ буквою а постоянное 
количество, получимъ d sin (х а) — cos (х а) d (х а) — 
sin (х -|- а -f-1 st) d х, откуда

d sin xzzz sin (x -f- 3 st) dx, d sin (x 4- J st) “ sin (x -|- st) dxt 
d sin (x -j- st) = sin (x -f- 3 st) dx . . ; слѣдовательно получимъ 
полагая у ~ sin х, у' zz sin (х -|-1 st) , у" zzz sin (х ф- st) , 

у^' ~ sin (х -J- з Я-), .... у(п) — sin (х -|- ~ sr)>

Подобнымъ образомъ найдется:
полагая yrzcosx, y/=cos(x+j-r), y/z— cos(x-Hr), y/z/_ cos (x+^-rr),..

yM zzz cos (x -J- ~ st) J '

полагая yzzAx, y'zzzAx(lA), y"zzzAx(lA)', y"'zzAx(lA)\ . ..
y(n)—Ax(lA)n-, 

полагая у zzz xa, y'zzzaxa~T, у7'' zzz а (а — i) xa~3, . ..
ytn) zzz а (а— i) (а — 2). . (а — n-\- 1) xa~n.

Замѣтимъ что каждое изъ выраженій sin (а?-(-|пгг), 
СО£ (а? -J-1 nsr), съ измѣненіемъ п, доставляетъ только четыре 
величины разнствующія между собою, которыя будутъ всегда 
возвращаться въ одномъ и томъ же порядкѣ. Сіи четыре вел и­
чины получатся подставляя вмѣсто п цѣлыя числа вида 
4^> 4Й + Ь 4^+ 2 и l\h 3 (гдѣ А цѣлое число), и оныя бу­
дутъ по порядку sin «г, cos х, —sin л?, —cOS/r, для выраженія 
sin (а? I п st), и cos х, —sin л?, —cos гг, sin а? для выраженія 
COS (х -|-1 n?r). Что касается до выраженій Ах, ха, то под­
ставляя въ первомъ вмѣсто А основаніе Неперовой системы 
логариѳмовъ е, а во второмъ п вмѣсто а, увидимъ что всѣ 
производныя функціи еж будутъ равны ех; производная же 
пго порядка функціи хп равна будетъ постоянному количе­
ству Х.2.3...Щ а производныя высшихъ порядковъ уничтожатся.

Вводя дифференціалы вмѣсто производныхъ функцій , въ 
слѣдствіе доказанныхъ нами формулъ, получимъ 
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dnsinx—sin(x+%n‘r')dxn, dncosx3zcos(x-f-Jan')dx71, dnAx~Ax(lA')ndxn, 

dnex—exdxn, <lri(xa;r:a(a-i)...(a-*-n+i)x a~7lcZx71, d\xn)=.i .2.3...n.dxn, 
dnl(x}^dx. dn~' (x~^~Q—i)n~T ■’3-’xn<'n—dxn, и проч.. . .

Разсмотримъ егце двѣ функціи /(х-[-d) и /(ах). Найдется 

полагая y=f(x+d), y'—f7(x+d), y/7-f77y^-a\ . . y(n’=/(n)(x+a), 
. dnyzzf{n) (a-f-x) dxn.

полагая y—f^ax'), y/~af7{ax'), y7/—a‘2f7'Xax),..yw—anf{n}(ax), 
dny=anf(ax')dxn.

ПриліЪрбі. dn(x-|-a)n~ i .2.3.. .n.dxn, dn.eax~aneaxdxn, 
dn sin axzz и проч. ...

Теперь пусть будутъ у —f (.х) и z двѣ функціи измѣняе­
мой х сопряженныя уравненіемъ

(5) z~ F(y),
Дифференцируя сіе уравненіе нѣсколько разъ сряду, получится

(б) dz~F'(y}dy, dQz = F"(y)df-]-F'(y^dy,
d3 z^-F777(yd) dy3 y5 F77 (у) dy . d2уF7.Qy) d3y, и проч.

. Примѣры. dn(a-+yd) — dny, dn(—у) ——dny, dn(a.y^)~adny, 
dn(axny i .2.3. .n.adxn, dey~eVdy, d2 еУ ~ e^dy*  d2y), 
d3 ey ~ еУ (dyzSdydfyd3 у), и проч....

Полагая же перемѣнную х зависимою, уравненіе

(7)
будучи дифференцировано нѣсколько разъ сряду , доставитъ 
новыя формулы совершенно подобныя уравненіямъ (б), именно: 

(8) dy —f7 (х) dx, d^y “ f7 (а?) dx1 (о?) д?х,
d3 у —f777 (xd) dx3 ф- 3//z (х) dxd2x -j- f7 (гг) d3x, и проч.. . .

изъ которыхъ получимъ
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—dx’

(9) =
/ ß'/rf \__ dx(dxd'Jy—dyd’sx} — 3d3j; (dxdajy —djyd3x) _ 1 i,dxd2y—dyd2xx
fj W— dx*  ~ dx\ dx3 J»
\ и проч. . . .

Дабы перейти къ тому случаю, въ которомъ х полагается 
перемѣнною независимою, стоитъ только принять дифферен­
ціалъ dx за постоянную величину; посему d2x ~ о, • d3x ” о 
и проч. . .. Слѣдовательно формулы (9) превратятся въ

(ю) = = И проч....

которыя сходны с'ъ уравненіями (4)*  Сравнивая сіи послѣд­
нія съ уравненіями (g) заключаемъ, что ежели послѣдователь­
ныя производныя f (х') будутъ выражены посредствомъ диф­
ференціаловъ перемѣнныхъ х и у —f (л?), то одна только 
производная перваго порядка f''(x) не измѣнится, будемъ ли 
принимать х за перемѣнную зависимую, или за перемѣнную 
независимую. Еіце прибавимъ, что дабы перейти отъ перваго 

dxd2y— dydax 
случая ко второму, надобно будетъ подставить — ——— 

d3 у dx(dxd3y— dyd3x}—3d2x[dxday— dyd2x) d3 у
вмѣсто ---------- — - вмѣсто
и проч. . . . Подобными подстановленіями производится измѣ­
неніе перемѣнной независимой.

Между сложными функціями одной измѣняемой, находятся 
такія, коихъ послѣдовательныя дифференціалы представляют­
ся въ весьма простомъ видѣ. Положимъ, напримѣръ , что 
и, ѵ, хо ... . будутъ означать различныя функціи х. Диффе­
ренцируя п разъ каждую изъ сложныхъ функцій

u-j-'V, и — у, и-у-ѵУ—і, аи Ъ ѵ -|- сіу -н . . ., найдется:

9
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(ii) dn (и + v) “ dnu + dnv> dn (u — v)zzdnu— dnv> 
dn (u-\-vV — 1) zz dn и 4- dn v V — i.

(12) (au 4" Ь'У 4~ cw 4“ • • •) adnu -}-bdnv -]- cd” w 4~ . • ■ . 

Изъ формулы (12) слѣдуетъ, шло дифференціалъ dn у цѣлой 
функціи ’

yzzaxm-\- Ъхт~г 4~ схт—а 4- ... -т-рха4- qx-{-r 
обращается, для и—т, въ постоянное количество 1.2.3...т.&4хта, 
а для п т, въ нуль.
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УРОКЪ ТРИНАДЦАТЫЙ.

Дифференціалы разнвіхЪ порядковъ функцій лиіоеихЪ пере- 
мЪннвйхЪ,

Изобразимъ чрезъ и "f (х, у, z...) функцію многихъ пере­
мѣнныхъ независимыхъ х, у, z . . . Дифференцируя сію функ­
цію нѣсколько разъ сряду, относительно ко всѣмъ измѣняе­
мымъ , или къ одной только изъ нихъ , получимъ нѣсколько 
новыхъ функцій, изъ коихъ каждая будетъ полная производная 
предъидущей функціи. Даже можно будетъ дифференциро­
вать послѣдовательно функцію zz _/(х,у, z . . .) , принимая 
за перемѣнную то одну, то другую изъ величинъ х, у, z... 
Во всѣхъ случаяхъ, выводъ получаемый чрезъ одно, два, три, . . . 
дифференцированій, называется полнвімЪ или ѵастнвіліЪ диф- 
ференціалоліЪ, перваго, чтораго, третьяго . .. . порядка. Такъ, 
напримѣръ , дифференцируя функцію и нѣсколько разъ сряду, 
относительно ко всѣмъ перемѣннымъ, составимъ полные диф­
ференціалы du, ddu, dddu . . . кои для краткости означают­
ся знакоположеніями du, d’u, d'u . . . . Напротивъ того, взявъ 
дифференціалъ нѣсколько разъ сряду въ разсужденіи измѣняе­
мой х, составимъ частные дифференціалы dxu, dxdxu, 
dx dx dx и, . . . кои означаются чрезъ dx и, d^ и, dx3u . . . Вообще, 
ежели п будетъ какое нибудь цѣлое число, то полный диффе­
ренціалъ пГО порядка изобразится чрезъ dn и, а дифференціалъ 
того же порядка въ разсужденіи одной изъ измѣняемыхъ 
х, у, z . . . . чрезъ dxn u, dy1 и, dznu, и проч.. . . Когда будемъ 

9*



68

дифференцировать функцію и два или нѣсколько разъ сряду 
относительно двухъ или нѣсколькихъ перемѣнныхъ, то полу­
чимъ частные дифференціалы втораго или высшихъ порядковъ, 
которые изображаются такимъ образомъ: dx dy и, dy dx и, 
dx dzu, . .. . dx dy dzu,.. . Легко усмотрѣть, что дифференціа­
лы сего рода сохраняютъ однѣ и тѣже величины каковъ бы 
ни былъ порядокъ дифференцированій относительно перемѣн­
ныхъ X, у, Z. . . И такъ, напримѣръ, будемъ имѣть

I dx dy dx zz.

Впрочемъ сіе уравненіе можно доказать слѣдующимъ образомъ.
Означимъ чрезъ Дх поставленное впереди функціи uzzf(x,y,z..) 

приращеніе, которое получаетъ сія функція когда увеличива­
емъ х количествомъ безконечно-малымъ adx. Получится

(2) ^xu—f(x-^-adx,y,z...')—f(x,y, z...), dxu — пр.

(3) Дх dy и — dy (и —Дх и) — dyU — dy Ах и , слѣдовательно
^у и ^У ^Х j ^х •

' ---- а — dy ~сГ>

потомъ, полагая что а, приближается къ нулю , въ слѣдствіе 
второй изъ формулъ (2) получится уравненіе (і). Подобнымъ 
образомъ можно доказать и слѣдующія тожественныя уравне­
нія. dx dz и — dz dx и, dydzu .. . dz dy и проч. ...

ПримЪрЪ. Полагая и — аге. tang. —, найдется

_|_уъdx, dyit—хз_|_dy, dydxu —.dxdyu — dxdy.

Доказавъ уравненіе (і), выводимъ изъ онаго то слѣдствіе, 
что въ выраженіи, имѣющемъ видъ dx dy dz .. . и, всегда можно 
перемѣщать между собою перемѣнныя , къ коимъ относятся 
два послѣдовательныя дифференцированія. Посему, легко 
усмотрѣть, что помощію одного или нѣсколькихъ подобныхъ 
перемѣщеній, можно будетъ измѣнить по произволу порядокъ 
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дифференцированій. Танъ, напримѣръ, чтобъ доказать ра­
венство двухъ выраженій dz dydxu и dx dy dz u, должно сперва 
въ послѣднемъ изъ нихъ чрезъ два послѣдовательныя перемѣ­
щенія, перевести букву JC на мѣсто буквы z, потомъ перемѣ­
стить буквы у и z, дабы буква у занимала опять второе 
мѣсто. И такъ, можно утвердить, что величина дифферен­
ціала dxdydz . . совершенно независима отъ порядка, въ ко­
торомъ производимы были дифференцированія, относительно 
къ измѣняемымъ х, у, z • . . . Сіе предложеніе справедливо даже 
и въ .томъ случаѣ, когда нѣсколько дифференцированій отно­
сятся къ одной изъ перемѣнныхъ, какъ напримѣръ, въ выра­
женіяхъ dxdydxU) dx dy dx dxu, и проч. Тогда для сокращенія 
пишется dax вмѣсто dx dx, d3x вмѣсто dx dx dXi и проч. Въ слѣд­
ствіе сего условія, будемъ имѣть

d3xdyu—dxdydxU—dyd^xU, d3xdydzu~dxdydxdzdxu~dyd3xdzu— и пр.... 
d^d^u-d^d^u, dxd^yd^zU—dxd^zd'yU—d^ydxd^zU— и пр....

и вообще, означая буквами Z, т, п .. . какія нибудь цѣлыя числа, 
получимъ

(4) dlxdmydnz...u—dlxdnzdmy.. .u—dmydlxdnz...u~ и проч. . . .

Поелику чрезъ дифференцированіе функціи перемѣнныхъ 
независимыхъ л?, у, z . . . относительно къ одной изъ нихъ, 
получится новая функція сихъ самыхъ перемѣнныхъ, умножен­
ная на постоянную конечную величину dx или dy или dz..., 
и какъ сверхъ того при дифференцированіи произведенія, по­
стоянные множители всегда выносятся за знакъ d: то очевид­
но, чшо ежели будемъ дифференцировать функцію і!—/(х,у,Z...), 
I разъ къ разсужденіи х, т разъ въ разсужденіи у, п разъ въ 
разсужденіи z . .., то окончательный дифференціалъ, а именно 
dlx dmy dnz .. . и, будетъ равенъ произведенію новой функціи 
измѣняемыхъ х, у, z.... на множителей dx, dy, dz.... воз- 
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вишенныхъ, первой въ степень £, второй въ степень т, тре­
тій въ степень п. . . . Новая функція , о коей здѣсь говорит­
ся , называется ъаспгною производною функціи и, порядка 
I—[—пт,п—[— • .. . Означая оную чрезъ 27 (х, yt z.. .), будемъ 
имѣть
(5) dlxdmydnz . .. .и~тз (х, у, z...) dd dymdzn . . .. , 
откуда
гдл /„ _ >. — dlx -и
\у) 73 \Х’ У’ Z . . .) — -jxi dymd zn .. .*

Легко выразить полные дифференціалы d*u,  d3 и . . . посред­
ствомъ частныхъ дифференціаловъ функціи и, или ихъ част­
ныхъ производныхъ. И дѣйствительно, изъ формулы (іо) 
(8го урока) получится

d*u  — ddu — dx du dydu -f- dzdu 4- . ..
— dx(dxu-[-dyU+dzu. ..y[-dy(ßxu -[-dyU-[-dzu.. .)+dz(dxu-[-dyU-[-dzu. ..)+•••?

и слѣдовательно
(7) dhi~d\u-\-d2yU-\-d%u-4-.. .-+-2dxdyU-\-2dxdzu. ..-[-2dydzu-\-...

или, что все равно , 
(8) dsu —

dz* dza
+ 2 dx d у + 2 dxdz____ h 2 d? dydz . . .

1 dxdy ' dxdz dydz J
Подобнымъ образомъ можно опредѣлить и величины d3u,d*u,.,.

ПримЪрві. d"1 (х у z)~2^xdydz-\-ydzdx-\- zdxdy\ 
d3 (xyzj— 6dx dyd z, d? (x*-V-y*-i c-z\..') — 2 {dx2-\ydyl-\-dz>..d), 
d3 (xs -4-y3 -+- zs ...) — 6 -+- dy3 -[-dz3.. .), и проч. . . .

$ля сокращенія, буквы находящіяся подъ характеристикою 
d, какъ напримѣръ въ уравненіяхъ (б), (8), и проч. . . . обы­
кновенно не пишутся , и второй членъ формулы (б) замѣ­
няется просто слѣдующимъ :



частныя

и проч.;

n —
£*•  -'t-TTl’-t- и ••• и

(ö) dxl dy™ dziF77.

Посему частныя производныя втораго порядка изображаются 
Л2 u d2 и d2u d2u d2 и d2 и

такимъ образомъ: . . ,
' d3 и d3 и d*  и

производныя третьяго порядка: у~3, ~dTdy2t 

величина же для d2 и будетъ слѣдующая 
cZ2 и —

dx2 -4 dy2 4- dz2...
dx2 dy2 J dz2

dxdy 4~ 2 dxdz ... 4~ 2 —— dydz ...dxdz dydz J

что въ сей величинѣ нельзя сократить на диф- 
d 2 и d2 и 
d х2> dxdy

4-2 —- 
1 dx dy

Но замѣтимъ, 

ференціалы dx, dy, dz ... , потому что &~xdy • • • не 

означаютъ частныхъ чиселъ произшедшихъ отъ раздѣленія 
d2u на dx2 или на dxdy ....

Ежели, вмѣсто функціи u—f(x,y, z . ..) разсмотримъ 
слѣдующую:
(ll) S — F(u, 2>, W . . .),
гдѣ количества и, ѵ, w.. . сами означаютъ какія нибудь функ­
ціи перемѣнныхъ независимыхъ х, у, z..., то величины 
d2 s, d3 S . .. опредѣлятся безъ малѣйшаго затрудненія по пра­
виламъ выведеннымъ въ девятомъ урокѣ. И дѣйствительно, 
дифференцируя нѣсколько разъ сряду формулы (іі), найдется: 

du-\- dF^w-} d2>-4^^^dw4-. . • 
du 1 dv 1 dw 1

d2S=d^V^du2+..+2 dudv+..+ d-^^^d2u+...
du2 dudv du

И проч....

ПримЪрві. dn (и 4~ v) — dn и 4- dn v, dn (u — v) ~ dnu — dn v, 
dn(u+i>V—i)=:dnu+V — id^v, dn(au+bv-j-cw+.-)^adnu-i-bdni;+cdnw-]-..
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Столь же легко опредѣляются и дифференціалы неявныхъ 
функцій, содержащихъ нѣсколько измѣняемыхъ независимыхъ 
количествъ. Для сего, должно дифференцировать одинъ разъ или 
нѣсколько разъ сряду уравненія, опредѣляющія сіи самыя функ­
ціи, разсматривая постоянными дифференціалы перемѣнныхъ 
независимыхъ, и принимая другіе дифференціалы за новыя 
функціи сихъ самыхъ перемѣнныхъ.



УРОКЪ ЧЕТЫРНАДЦАТЫЙ.

Способбі облегчающіе извьсканіе полнвіхЪ дифференціаловъ 
функцій многихЪ перемЪннѳіхЪ. Символическія евіраженія для 

сихЪ дифференціаловъ.

Пусть и—f(x, у, Z..d) будетъ функція перемѣнныхъ неза­
висимыхъ количествъ х, у, z . . . ; сверхъ того изобразимъ 
чрезъ (х, у, z ...), %(x,y,z...), ф(х,у,г...), и проч, ея 
частныя производныя функціи перваго порядка, взятыя отно­
сительно къ х, у, z ... . Предположивъ, какъ въ урокѣ 8м®,

(і) F (а) ~/(х-ф adx, y-}-ady, z-фadz . •.),
и дифференцируя потомъ обѣ части уравненія (і) въ разсуж­
деніи перемѣнной а, найдется:

(2) F' (а) — (х -ф adx, у-ф ady, z -ф adz.. .) dx
-ф/ (®-ф adx, y~d~ady, z-\~adz .. .) dy
-ф?/> (x -ф adx, y-}~ ady, z -ф а dz ...) dz -ф ...;

полагая въ сей послѣдней формулѣ' а. ~ о, получимъ слѣдующую: 
(3) F?(o)=^(x,y,z...)dx+/(x,y,z...)dy+i/;(x,y,z...)dz+...=:cZu; 

которая равнозначуща съ уравненіемъ (іб) осьмаго урока. 
Сверхъ того, сравнивая между собою уравненія (і) й (2), легко 
усмотрѣть что чрезъ дифференцированіе относительно къ а 
какой нибудь функціи перемѣнныхъ количествъ 
(4) x-\-adx, y-[-ady, z-ф adz,. . ..
получится производная, которая равна будетъ другой функціи 
сихъ самыхъ измѣняемыхъ, соединенныхъ извѣстнымъ образомъ

ІО
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съ постоянными величинами dx, dy, dz.... Продолжая диф­
ференцировать относительно къ перемѣнной а, получимъ 
новыя функціи такого же рода; изъ сего заключаемъ, что 
кромѣ выраженій (4), не будетъ входить другихъ перемѣнныхъ 
количествъ въ F(a) и F' также и въ F7/ (а), F'//(a)...» 
и вообще въ F(7l) (а) , изображая чрезъ п какое нибудь цѣлое 
число. Слѣдовательно разности

p(a)_F(o), F(a)—F(o), F^a)—F'(o), Fn>(o),

будутъ равны приращеніямъ, которыя получаютъ функціи 
х, у, z, . . выраженныя чрезъ

F(o), F(o), Fz(o),....F^(o), 

когда припишемъ перемѣннымъ независимымъ безконечно-ма­
лыя приращенія adx, ady, а dz .... На семъ основаніи, пое­
лику F (о) rz и: то предполагая что а приближается къ пре­
дѣлу нуль, найдется постепенно:

F (о) —пр.-------- ------ — пр.— = du,

F77 (о) — пр.------ - -------= пр. —— — ddu — du,
tw/, X F"M— F"W ,F/z/(o) — np. —ь— ------— np. — ddu — d3u,
и проч. . . .

z .   JÄH— U(a)_p(n-l)(o) Adn-I1(
F(n) (o).— np.------------ ---------------— np. —-— zz ddn~l и — dnu.

Слѣдовательно
(5) uzzF(o), duzzF(o), dfcFz(o), d,n=Fzz(o),...dnuz:Fn,(o). 

И такъ , для опредѣленія полныхъ дифференціаловъ du, 
(Tu ... dnи, стоитъ только вычислить частныя величины 
производныхъ функцій Fz(a), .,F(n)(a), въ случаѣ а — О.

Къ способамъ облегчающимъ опредѣленіе полныхъ диффе­
ренціаловъ, должно отнести еще и тѣ, которые основаны на



разсматриваніи символическихъ величинъ сихъ дифференціа­
ловъ. .

Въ анализѣ, символическимъ выраженіемъ или просто 
символомъ, называется такое соединеніе алгебрическихъ зна­
ковъ, которое само по себѣ не имѣетъ никакого значенія, или 
которому условно приписываютъ величину разнствующук) 
отъ настоящей. Равнымъ образомъ, символическими уравне­
ніями называются такія уравненія, которыя, будучи разсма­
триваемы въ строгомъ смыслѣ , согласно съ общепринятыми 
условіями, суть неточны или не имѣютъ опредѣленнаго смы­
сла, но изъ коихъ однакоже можно вывести заключенія спра­
ведливыя, ограничивая или измѣняя, сообразно съ нѣкоторыми 
правилами, сіи самыя уравненія или знаки входящіе въ оныя. 
Къ символическимъ уравненіямъ вой могутъ быть полезны 
(смотри Analyse algebrique, Главу VII), отнесемъ и шѣ, ко­
торыя будутъ доказаны ниже.

■ Означивъ чрезъ а, &, с... постоянныя количества, и чрезъ 
Z, те, п.. . р, д, г . .. цѣлыя числа, полный дифференціалъ вы- 

_ раженія

(б) adlx dmy dnz . .. и 4- bd?x dqy drz... и 4- и проч. . .. 

опредѣлится формулою

(7) d [adlxdmy dnz. . . u-\-bd^x dqy drz . .. и . ..’
— dx adlx dmy dnz .. .u-\-bd?x dqy drz... и -f-
-f- dy [adlx dmy dnz . .. u4“ bd^x dqy drz .. .u 4-. • •
4~ dz а dlx dmy dnz . . .u-\-b d?x dqy drz .. .u-\- .. .' ...
— аdl~htx dmy dnz ... u-j- аdlx dm+1y dnz . . .u
4- а dlx dmy dn~i‘lz ... и . .. 4~ b d^xdqv drz .-. . и -4- • • • 

Сличеніе сей формулы съ уравненіемъ (4) іЗго урока, непо­
средственно приводитъ къ слѣдующему предложенію.

іо*
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Теорема. Для опредѣленія полнаго дифференціала евіраженія 
(б), стоитЪ только умножите на d произведеніе двухЪ мно­
жителей а dlx dmy dnz ... -ф Ъ d?x diy drz и и, полагая
d~ dx-}~ dy-}~ dz, и производя умноженіе какЪ бві знако­
положенія d, dx, dy, dz, ... . изображали настоящія количе­
ства различнвія между собою, потоліб вЪ ввіводЪ умноже­
нія, ■ поставите вЪ разнвіхЪ членахъ , множителей а, Ъ, с . . . 
на первое мѣсто, а букву и на послѣднее; совершивъ сіе, долж­
но предположите что знаки dx, dy, dz... перестали изобра­
жайте количества, а приниматв онвіе вЪ прежнемъ ихЪ значеніи.

ПримѢрві. Опредѣляя, помощію сей теоремы, полный диф­
ференціалъ выраженія

(8) dx и —+— dy и —|— dz и —I—.. • .,

окажется, что найденная величина для ddu или diu есть та 
самая, которая выражена формулою (7) въ предъидущемъ урокѣ. 
Приложивъ теорему къ найденной величинѣ d2u, получится 
величина d3 и} и такъ далѣе.

ПриліѢчаніе. Когда означаемъ только умноженія, помощію 
коихъ , въ слѣдствіе послѣдней теоремы, можно опредѣлить 
полный дифференціалъ выраженія (6) , то вмѣсто уравненія 
(7), получится символическая формула

( d[adlxdmydnz...u-\-bdfxd^ydrz...u-ф...] —

( [adlxdmydnz... -ф Ъ d^xd^ydrz ...-ф...] [dx-^-dy-}-dz-]-...]u. 

Поелику въ формулѣ (д) , знаки dx, dy, dz . . . , должны изо­
бражать дифференціалы, то очевидно, что сія формула въ 
строгомъ смыслѣ не имѣетъ никакого опредѣленнаго значенія; 
но она становится точною, перемноживъ настоящимъ обра­
зомъ множителей второй ея части, помощію обыкновенныхъ 
правилъ алгебрическаго умноженія, принимая dz, dy, dz . . • 
за количества, а не за знаки.
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Если выраженіе (6) будетъ замѣнено выраженіемъ (8), 
то дифференцируя послѣднее нѣсколько разъ сряду, получимъ, 
помощію тѣхъ же самыхъ способовъ, символическія вели­
чины для полныхъ дифференціаловъ d?u, d3u . . . , именно, 

(dx~\~dy-[-dz...')ui (dx-\-dy-]-dz..S) (^dx-[-dy-r-dz...')
(dx—|-фу -]-dz. ..) u, и проч.

Присовокупивъ къ символическимъ симъ выраженіямъ и сим­
волическую величину для du, и означивъ сверхъ того чрезъ 
(dx-}-dy-{-dz...y выраженіе (dx-]~dy-i-dz...') (dx + dy-j-dz...y чрезъ 
Qdx-\-dy-\-dz. ..у выраженіе Qdx-{-dy~]-dz.. (^dxdydz. 
(dx-+-dy-\--dz...y и проч. ... составимъ слѣдующія символическія 
уравненія:
(іо) du—(^dx^-dy-i-dz..')u, d‘>u^ydx-}-dy-}-dz..) u, d3u—(dx-}-dy-{-dz-4'') u,.> 
и вообще, означая чрезъ п какое нибудь цѣлое число, будетъ 
(li) dnu — -|- dy Ч- dz .. .)n u.

Теперь возмемъ
(12) s~F(u, v, w ...
гдѣ u, э, w . ... изображаютъ функціи перемѣнныхъ независи­
мыхъ х, у, Z .найдется
(іЗ) dns (фс + 4у+ dz .. .у s.
Весьма легко разложить вторую часть сего послѣдняго ура­
вненія въ томъ частномъ случаѣ, когда и предполагается 
функціею одной измѣняемой х, ѵ функціею одной измѣняемой 
у, w функціею одной измѣняемой Z, и проч. . . . Впрочемъ, 
замѣтимъ, что отъ сего частнаго случая можно перейти и къ 
общему, подставляя du, dhi, d3u... вмѣсто dx и, d2xu, d3xu . . ., 
dv, d‘v . . . вмѣсто dy v, d'y и . . . , и проч. .. . , или, что все 
равно, не подписывая подъ буквою d перемѣнныхъ х, у, z . . • 
И такъ, во всѣхъ случаяхъ, .легко будетъ опредѣлишь помощію 
формулы (іЗ) величину dn з. Для объясненія сего способа, воз­
мемъ з~иѵ. По вышесказанному, найдется послѣдовательно:
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(іД) dn (и ѵ) — иdny ѵ j dx и dn~'y ѵ 4- ^d^ud^v+...

4“ Т 4у ѵ dn~'x u-\-vdnx щ

(15) dn (и и) — и dn ѵ 4~ у du dn~' ѵ 4~
п (п — 1) 

172~ d2 и dn~'1 ѵ 4~ • . .
п
ydv dn~'i и -\-vdn и.

Послѣдняя формула имѣетъ мѣсто, какія бы нибыли величины 
и, ѵ въ х, у, и даже въ томъ случаѣ, когда ипѵ будутъ озна­
чать двѣ функціи одной только измѣняемой х.

nIMMbpt,. d"( ѵ)=4^ (1 - £ * 4“s=^ - +...
< ' ' х ' х 4 ах а^ а3 хч

п (/г.—>1) ...3.2.1 
ап жп

) dxn.



уро къ Пятнадцатый.

ОбЪ отношеніяхъ существующихъ между функціями одной 
перемѣнной, ихЪ производными и дифференціалами разнвіхЪ 
порядковъ. ОбЪ употребленіи сихЪ дифференціаловъ при разві- 

сканіи наибольшихъ и наименьшихъ величинъ.

Положимъ что функція f (х) уничтожается для частной 

величины х ZZ х0. Сверхъ того, допустимъ что сія самая 
функція и ея послѣдовательныя производныя, до пго порядка, 
остаются непрерывными въ сопредѣльности той частной ве­
личины о которой говорится, и что сія непрерывность суще­
ствуетъ для каждой изъ нихъ между двумя предѣлами х~х0, 
х ~ х0 4- h. уравненіе (6) урока 7го даетъ

У(лг0 4- h) —f(x0} 4- Vх (^o-h 0 ty = (•*<>  + 0h) >
гдѣ 0 означаетъ число меньшее единицы; или, чшо все равно, 
положимъ -

(?) /(^0 + ^) =
изображая чрезъ 1ц количество имѣющее одинакій знакъ съ h, 
но численную величину меньшую. Если производныя функціи 
Г ^х')і • • • /(п—° Qx) уничтожатся отъ предположенія
х~хоі то найдется также:

(2) ) f//Cx- + h) = J'J"/^ + h3), 

j J И проч  • • •*
( /<« - ■> + hn_, ) = А,_, f <« + А,);
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гдѣ 7гр h3 . . .. hn изображаютъ количества съ одинакими 
знаками, но коихъ численныя величины постепенно умень­
шаются. умноживъ уравненіе (і) на всѣ уравненія (2), по со­
кращеніи получится:

(3) +
гдѣ hn будетъ имѣть одинакій знакъ съ 7г, произведеніе же 
hh одинакій знакъ съ hn. Прибавимъ, что числен-

• м hhY_
ныя величины обоихъ отношеніи ,--------------- будутъ содер­
жаться между предѣлами о и і; и ежели означимъ чрезъ 0 и @ 
два числа сего рода, то уравненіе (3) можно будетъ предста­
вить въ такомъ видѣ:
(4) f Оо -+- ty ZZ ѲhnfW (ос0Щ-$Іі). •

Предположимъ теперь что количество h дѣлается безконечно 
малымъ; очевидно что формула (4) будетъ имѣть мѣсто 
и въ семъ члучаѣ; посему, подставляя і вмѣсто Л, найдется: 
(5) f О0 -J- і) = Ѳinf{n) О0 -Нг).

Сверхъ того , какъ для безконечно-малыхъ численныхъ вели­
чинъ количества і, выраженіе (л?0 -|- $г) будетъ весьма 
мало разниться отъ /(п) (^0) , то въ силу уравненія (5), полу­
чимъ слѣдующее предложеніе:

Г*  Теорема. Положимъ что функція f(x) и ея послЪдо- 
вателвнбія производнвія, до пю порядка, оставаясв непрервів- 
нвіми вЪ сопредЪлености частной величинвь л?"л?0, всЪ уничто­
жаются , изключая f(n) (л?) , для сей самой величинвь ос — л?0. 
ВЪ такомЪ случаѣ, означивЪ чрезЪ і количество безконечно­
малое, и полагая ос ~ осо -ф- г, получится для f (л?) * величина 
имѣющая одинакій знакЪ сЪ произведеніемъ infin} (л?0).

Легко повѣрить сію теорему, полагая напримѣръ, что 
функція f(cc) вида: (л?.— л;о)та (л?).



— 8i —

Когда функція f (а?) не уничтожается отъ предположенія 
ос — .го, то теорема гл можетъ быть замѣнена слѣдующею.

2-я Теорема. Положимъ сто функціи
/О), f /z/ О)> • • • • /(п> GO,

оставаясв непрербівнвіми относителвно кЪ ос во сопредѣлвно- 
сти частной величина ос~осоі всѣ уничтожаются, кромѣ пер­
вой f (а?) и послѣдней fw (а?), для сей самой величины ocrz2aco. 
Изобразивъ срезЪ і количество безконечно-малое, полу гите я 
для. безконечно же малой разности У(щ,Н“О—’/ОЮ величина 
имѣющая одинакій знакѣ сЪ произведеніемъ i,nf(n) (гг0).

Доказателвство. Дабы изъ г*  теоремы вывести 2‘ю, сто­
итъ только вмѣсто функціи f (а?) подставить у (а?)—fQxJ) 
имѣющую однѣ и тѣже производныя съ У (а?) ,. но которая, 
сверхъ того, уничтожается для ос _ а?0. Чрезъ таковое под­
становленіе, уравненіе (5) приводится къ слѣдующему: 
(б) /(^o + Q— /(Л7О) —Ѳіге/(П> (^о + ^О-
Подставивъ ос вмѣсто а?0, и полагая /(а:)—у, Да?— 
уравненіе (б) приметъ видъ
(7) Ду= @an(dny-i
гдѣ ß и а означаютъ количества безконечно-малыя. Но не 
должно забывать,, что формула (7) будетъ имѣть мѣсто толь­
ко для частной величины oczzz.oc0.

Слѣдствіе. Допустивъ тѣ же самыя условія какъ и во 2'“ 
теоремѣ, и замѣнивъ перемѣнную ос частною величиною а?0, 
положимъ, что сія самая перемѣнная получаетъ безконечно­
малое приращеніе. Соотвѣтствующее приращеніе функціи 
У (а;) будетъ количество имѣющее одинакій знакъ съ величи­
ною У(п) (х) или dny, для ос — а?0, когда п четное число. На­
противъ того, ежели п будетъ означать нечетное число, то 
приращеніе функціи перемѣнитъ знакъ вмѣстѣ съ прираще­
ніемъ измѣняемой.

II
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Мы показали въ 6“ урокѣ что наибольшія и наименьшія 
велит,ины,. функціи J(x) соотвѣтствуютъ всегда величинамъ 
измѣняемой ос, удовлетворяющимъ уравненію 
(8) / О) = о.
ежели только для тѣхъ величинъ перемѣнной ос, функціи f(ac} 
и f'' (а?) не дѣлаются прерывными.

Слѣдственно , изъ сказаннаго нами выше, можно будетъ 
вообще судить, соотвѣтствуетъ ли какой нибудь корень ура­
вненія (8) наибольшей или наименьшей велитинЪ функціи /(ас"). 
И дѣйствительно, пусть будетъ сей корень, а у(п) (а?) пер­
вая изъ производныхъ функціи f (<г) , неуничтожающаяся 
вмѣстѣ съ f7 (ос}, Для частнаго значенія ос — осо. Сверхъ того, 
положимъ что въ сопредѣльности сей самой частной величи­
ны, функціи f (ос}, f' (ос}, . . . . (ос} остаются всѣ непре­
рывными относительно къ ас. Очевидно изъ 2"“ теоремы, что 
величина f (осо} будетъ наибольшая, когда п будетъ четное 
число, а величина (ас0} отрицательная; напротивъ того, 
f(ac0} будетъ наименьшая, когда п четное же число, но /(n)(x0) 
имѣетъ величину положительную. Если бы п было нечетное 
число, то приращеніе функціи перемѣняя знакъ вмѣстѣ съ 
приращеніемъ перемѣнной, величина f (ас0} не была бы ни наи­
большая, ни наименьшая. Посему, наблюдая что дифферен­
ціалы df(ac}, d2 f (ос}, . . . всегда уничтожаются вмѣстѣ съ 
производными функціями f' (ос}, (ос}, ... и что сверхъ того,
для четныхъ величинъ п, dnf(x} ~(ас} dacn имѣетъ оди­
накій знакъ съ у(п) (ас}, получимъ слѣдующее предложеніе.

З'я Теорема. Пусть будетЪ yczif(oc} данная функція пере­
мѣнной ос. Дабы, узнать будетЪ ли соотвѣтствовать наиболь­
шая или наименьшая величина предложенной функціи какому 
нибудь корню уравненія dy~o, вообще достаточно опредѣлить 
величины, для d*  у, d* у, d*y . .., соотвѣтствующія сему корню.
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Если великана d} у положительная или отрицательная , то 
величина у будетЪ наименьшая вЪ первомъ случаѣ, а наиболь­
шая во второмъ. Кое да же величина d2 у обратится вЪ нулв^ то 
должно искатв между дифференціалами d3 у, d* у,. . . перваго 
который бы неуничтожался. Представимъ оный чрезЪ dny. Если 
п несетное число, то величина у не будетЪ ни наибольшая ни 
наименьшая. Если же п сетное кисло, то величина у будетЪ наи­
меньшая, когда дифференціалъ dny положительный, а наиболь­
шая, когда сей самый дифференціалъ будетЪ отрицательный.

Примѣчаніе. Въ 3'“ теоремѣ, какъ и въ двухъ первыхъ, 
должно допустить , что функція у и ея послѣдовательныя 
производныя, до пѵо порядка, остаются непрерывными въ со­
предѣльности частной величины даваемой перемѣнной х.

Ежели у будетъ неявная функція перемѣнной X, опредѣляе­
мая напримѣръ уравненіемъ и ZZ. о , то 3~я теорема будетъ 
и въ такомъ случаѣ имѣть мѣсто. Только тогда должно будетъ 
вывести величины d у, di у, d3 у . . . изъ дифференціальныхъ 
уравненій du—о, d^u — Q, dzu — o, и проч....

ПримЪрЪ. Пусть будетъ у _ ха . е~х, гдѣ а есть количе­
ство положительное. Получится I (у) — аі (х) —• х. Диффе­
ренцируя два раза сряду послѣднее уравненіе, найдется:

dy__  /а \ , d2y fdyy1__ /dxy1

потомъ полагая dy — O, не принимая въ разсмотрѣніе вели­
чины у равной нулю, выйдетъ ,
z ч а d2 у___ /dxy
(9) о = -—і, - —
Такъ какъ величина d*y  доставляемая второю изъ формулъ 
(д) есть отрицательная: то изъ сего слѣдуетъ, что отъ вели­
чины х — а выведенной изъ перваго уравненія, функція у по­
лучаетъ наибольшую величину.

II *



УРОКЪ ШЕСТНАДЦАТЫЙ.

ОбЪ употребленіи дифференціаловъ разнвьэсЪ порядковъ при 
развісканіи наибольшихъ и наименьшихъ величинъ функцій 

мноеихЪ переліЪннвіхЪ.

Пусшь будетъ u~f(x,y, z...') функція перемѣнныхъ неза­
висимыхъ х, у, Z**.*  и положимъ, какъ въ юмъ урокѣ, 
(і) J(x + «dx, y-\~ady, z-^-adz..F(a).

Дабы величина и Соотвѣтствующая нѣкоторымъ частнымъ 
значеніямъ измѣняемыхъ х, у, Z... была наибольшая или наи­
меньшая, то для сего необходимо и достаточно будетъ что­
бы соотвѣтствующая величина F (а) приводилась къ наиболь­
шей или наименьшей отъ предположенія а—О. Изъ сего заклю­
чаемъ (смотри і ой урокъ) что системы величинъ для х, у, z..., 
отъ которыхъ фунція и или du не дѣлаются прерывными, и 
которыя даютъ для первой наибольшія или наименьшія вели- 
гинві, необходимо должны удовлетворять уравненію: 

(2) du—о

каковы бы ни были dx, dy, dz.*.;  а посему получимъ 
z du du du
(3) = dj = 0’ d~z — °> И проч—

Пусшь будутъ х0, у0, z0... величины х, у, Z... принадле­
жащія одной изъ сихъ системъ. Соотвѣтствующая величина 
•F(a) будетъ наибольшая или наименьшая для о, каковы 
бы ни были дифференціалы dx, dy, dz..., ежели, для всѣхъ 
возможныхъ величинъ сихъ самыхъ дифференціаловъ, первая 
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изъ изничтожающихся производныхъ функцій F (о), Fv (о), 
F/l'(o'), и проч... будетъ четнаго порядка, и сверхъ того 
сохранитъ во всѣхъ случаяхъ одинъ и тотъ же знакъ. (Смо­
три і5-й урокъ). Прибавимъ что F(o) будетъ наиболвшая, 
когда производная четнаго порядка о которой предъ симъ 
упомянули, будетъ отрицательная, а наименешая, когда оная 
будетъ положительная. Если первая изъ неуничтожающихся 
производныхъ функцій Fz(o), F//(o), F^^d)... нечетнаго поряд­
ка, для всѣхъ возможныхъ величинъ dx, dy, dz..., или только 
для частныхъ величинъ сихъ самыхъ дифференціаловъ, или так­
же, когда сія функція будетъ то положительная, то отрица­
тельная, въ такомъ случаѣ F(o) уже не можетъ быть ни наи- 
болвшею, ни наименвшею. Въ силу таковыхъ замѣчаній, и при­
нявъ въ соображеніе уравненія (5) і4го урока, именно,

F(o)—:u, F'(d)^zdu, F'/(o')~d2u, и проч.... 

выведется слѣдующее предложеніе.

Теорема. Изобразимъ чрезЪ u~f(x} у, z...) данную функ­
цію перемЪннвіцЪ независилівіхЪ х, у, z... Дабві. узнатв, со­
отвѣтствуетъ ли или нѢтЪ система величинъ х, у, z.... удо­
влетворяющая формуламъ (3) наибольшей или наименьшей 
величинѣ функціи и, должно опредѣлите величинві, дифферен­
ціаловъ d1 и, d3 и, d*  и, и проч, ... для сей самой системе^ оче­
видно, что сіи дифференціалві представляются вЪ видѣ полино­
мій, вЪ коихЪ не будетЪ друеихЪ произволвнвіхЪколичествЪ кромѣ 
дифференціаловъ dx — h, dy dz~l... Пуств будетЪ 

(4) hn + g? +... + у h*-'k : +.. . ,

первая изЪ неуничтожающихся полиномій, вЪ коей п означаетъ 
цѣлое число, могущее зависѣтв отЪ величинъ дифференціаловъ 
h, k, l. .. Ежели, для всѢхЪ возможнвіхЪ величинъ сихЪ диф- 
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дифференціаловъ, п еств четное гасло, а dn и количество поло- 
жителвноеу то найденная величина для функціи и будетЪ наи­
меньшая. Оная же ввійдетЪ наибольшая, когда п оставаясв по 
прежнеліу четнвімЪ числомъ, знакЪ предЪ dnu будетЪ постоян­
но отрицателвнвьй. Наконецъ, ежели п будетЪ иногда нечет­
ное число, или ежели дифференціалъ dnu будетЪ то положи- 
телвнвій, то отрицателвнвсщ тогда, величина найденная для 
и не будетЪ ни наибольшая, ни наименьшая. ,

Примѣчаніе. Предъидущая теорема справедлива, въ силу 
правилъ приведенныхъ въ іб*®  урокѣ, когда функціи F(а), 
И (а), • . F(n) (а) остаются непрерывными относительно къ 

і а, въ сопредѣльности частной величины а — о, или, что все 
равно, когда и, du, d2u . . dnu непрерывны, относительно къ 
измѣняемымъ х, у, Z. . . въ сопредѣльности тѣхъ частныхъ 
значеній, которыя мы приписываемъ симъ самымъ перемѣн­
нымъ.

Слѣдствіе іое. Сдѣлаемъ приложеніе для сей теоремы. Опре­
дѣлимъ сперва величину выраженія 
, . 7„ cl2i4_ d2u70, , d2 «• 7 7
(5) d и — h -|- к + 2 1гк-\- ...,

. da и d2 и d2 и
подставляя въ производныя функціи . . ухуд ....
величины х, у, z... доставляемыя формулами (3). Искомая 
величина для d2 и будетъ равна нулю, если всѣ сіи производ­
ныя уничтожатся. Въ противномъ случаѣ, d2 и будетъ одно­
родная функція произвольныхъ количествъ h, к,1...', въ семъ 
предположеніи, измѣняя количества h, к, l ... , могутъ про­
изойти три случая. Или дифференціалъ d2 и будетъ удер­
живать постоянно одинъ и тотъ же знакъ, не обращаясь при 
томъ въ нуль; или онъ уничтожится для нѣкоторыхъ част­
ныхъ величинъ h, к, l. . . и приметъ прежній знакъ , когда 
перестанетъ обращаться въ нуль; или наконецъ, оный диффе­
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ренціалъ, будетъ то положительный , то отрицательный. 
Величина опредѣленная для и будетъ всегда или наибольшая 
или наименьшая въ первомъ случаѣ, иногда во второмъ, но 
никогда въ третьемъ. Прибавимъ, что во второмъ случаѣ по­
лучится наибольшая или наименьшая величина, ежели для каж­
дой изъ системъ величинъ /д, к, l .. . удовлетворяющихъ ура­
вненію d’u — о, первый изъ неуничтожающихся дифференціа­
ловъ d3u, d*u  .... будетъ всегда четнаго порядка, имѣя одина­
кій знакъ съ дифференціалами cZ2u, не обращающимися въ нуль.

Слѣдствіе 2е. Ежели подстановленіе найденныхъ величинъ для 
х, у, z. . . обращаетъ въ нуль всѣ производныя втораго поряд­
ка, то какъ въ семъ случаѣ d2 и будетъ тожественно равенъ 
нулю , посему и не можетъ быть ни наибольшей, ни наи­
меньшей велисинві, развѣ что чрезъ таковое подстановленіе 
уничтожится и d3 и, когда всѣ производныя третьяго порядка 
обратятся въ нули.

Слѣдствіе 3е. Ежели бы чрезъ подстановленіе найденныхъ 
величинъ для х, у, Z . . . уничтожились всѣ производныя вто­
раго и третьяго порядка, то получились бы тожественныя 
уравненія cZ2u"O, d3u — О, и надлежало бы прибѣгнуть къ 
первому изъ дифференціаловъ d+ u, ds и . . . которой тоже­
ственно не обращается въ нуль. Ежели сей дифференціалъ 
будетъ нечетнаго порядка, то функція и не можетъ имѣть 
ни наибольшей, ни наименьшей велисинві. Полагая же что диф­
ференціалъ четнаго порядка, а посему вида

а и--іх,пП dya™K i dxam-1dyn K-f-..-,

могли бы произойти опять три случая. Или дифференціалъ о ко­
торомъ говорится, удержитъ одинъ и тотъ же знакъ не обра­
щаясь въ нуль, когда станемъ измѣнять величины количествъ 
h, к. Z • . . ; или онъ уничтожится для нѣкоторыхъ частныхъ
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значеній h, к, l. . . ? и приметъ прежній знакъ , когда пере­
станетъ обращаться въ нуль; или наконецъ, сей дифференці­
алъ будетъ то положительный, то отрицательный. Найден­
ная величина для и будетъ всегда наибольшая или наименьшая 
въ первомъ случаѣ, иногда во второмъ, но никогда въ треть­
емъ. Сверхъ того, дабы судить, имѣется ли или нѣтъ во 
второмъ случаѣ наибольшая или наименьшая велиеина, надле­
житъ для каждой системы величинъ h, к, l. . . удовлетворяю­
щихъ уравненію cZ^zz — O, найти между дифференціалами по­
рядка превышающаго 2 иг, первый неуничтожающійся диффе­
ренціалъ, и разсмотрѣть, будетъ ли оный всегда четнаго по­
рядка, и сверхъ того, имѣетъ ли онъ одинакій знакъ съ величи­
нами d2“ и разнствующими отъ нуля.

Необходимо замѣтить, что поелику величина dim и, доста­
вляемая формулою (б) есть функція цѣлая относительно ко­
личествъ /г, к, I..., то посему и не можетъ переходить, при 
измѣненіи сихъ количествъ, изъ положительнаго состоянія въ 
отрицательное, не обратившись въ нуль въ промежуткѣ. За­
мѣтимъ еще , что еслибъ и была неявная функція перемѣн­
ныхъ х, yr z . . ., или еслибъ нѣкоторыя изъ сихъ измѣняемыхъ 
сдѣлались неявными функціями всѣхъ прочихъ, то каждое изъ 
количествъ du, d^u, d3u . . . . опредѣлилось бы Посредствомъ 
одного или нѣсколькихъ дифференціальныхъ уравненій, въ функ­
ціи дифференціаловъ перемѣнныхъ независимыхъ.

ПримЪрЪ, Положимъ что а, Ъ, с, . . . к, р, q, т . . . озна­
чаютъ постоянныя положительныя количества , а х, у, z . 
перемѣнныя удовлетворяющія уравненію

ax-\-by-\-cz-]- .. .~к,

и что ищется наибольшая величина функціи и — х^yC1 zr . . . ; 
найдется:
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du dx , dy , dz , d3u /dux*  /dxx'i /dy\n /Лях*  
ѵ=р^+ч7 4-^t+-’ v—(u) ~—p^) —q(y) —Чт) — •••> 

слѣдовательно изъ формулы (іо) (ііго урока) выведемъ:

--------£±2±Г~, х=Р—Л—, y=f-,----- *----- , z-ипр.
ах Ьу cz ” к а p+q+r.. ' Ь p-\-q+r.. 1

Такъ какъ предъидущія величины для х, у, z . . . всегда об­
ратятъ du въ нуль, а dq и въ величину отрицательную, то 
посему заключаемъ, что онѣ соотвѣтствуютъ наибольшей 
велиѵинЪ функціи и. -

12



УРОКЪ СЕМНАДЦАТЫЙ.

ОбЪ условіяхъ кои должны бвипв ввтолненвь для wo<?o, стобвь 
полнвш дифференціалъ не перемѣнялъ знака, тогда, какЪ измѣ­
няются велисинві дифференціаловъ перемѢннвіхЪ независимвьхЪ 

колисествЪ.

. ІѴІы видѣли въ предъидущихъ урокахъ, что означая чрезъ 
и функцію перемѣнныхъ независимыхъ количествъ х, у, z..., 
и не принимая въ разсмотрѣніе тѣхъ величинъ сихъ перемѣн­
ныхъ отъ которыхъ одна изъ функцій и, du, d^u, и проч. . . . 
дѣлается прерывною, функція и будетъ наибольшею или наи­
меньшею только въ томъ случаѣ, когда одинъ изъ полныхъ ея 
дифференціаловъ d?u, d*u,  d6u. .., а именно, первой изъ тѣхъ 
кои не будутъ всегда уничтожаться, удержитъ одинъ и тотъ 
же знакъ для всѣхъ возможныхъ величинъ произвольныхъ ко- . 
личествъ dx — h, dy — k, dz — l..*,  или по крайнѣй мѣрѣ, 
для тѣхъ величинъ сихъ количествъ кои не обратятъ его въ 
нуль. Прибавимъ еще, что въ послѣднемъ предположеніи, каждая 
изъ системъ величинъ h, к, l. . . обращающая въ нуль полный 
дифференціалъ & которомъ говорится, должна будетъ перемѣ­
нить другой полный дифференціалъ четнаго порядка, въ коли­
чество имѣющее тотъ же самой знакъ какой удерживаетъ 
первой дифференціалъ, коль скоро оный не уничтожается. 
Замѣтимъ, что дифференціалы d2u, d*u,  dsu. . ., для опредѣ­
ленныхъ величинъ х, у, z • . . , обращаются въ цѣлыя и одно­
родныя функціи произвольныхъ количествъ /г, к, I. .. . Сверхъ 
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того, означая буквами г, s, t.. . отношенія перваго, втораго, 
третьяго .. . изъ сихъ количествъ, къ послѣднему изъ оныхъ, 
^очевидно что дифференціалъ

(l) U----dxim^ + dy'2m^ + dz™! +•••+ ! dx'^—'dyh к-}-...

будетъ имѣть одинакій знакъ съ цѣлою функціею г, s, t. . ., 
которая получится раздѣливъ dimu на 2тп степень послѣдняго 
изъ количествъ h,k,l.. ., слѣдовательно будетъ имѣть одинъ 
и тотъ же знакъ съ полиноміею

с^тпц d2mu d2mu Л , Zm d27n“ i .(2) d^2mT +dy™s 4~dzzmt i dx3^—idyr

Замѣняя таковою же полиноміею каждый изъ дифференціаловъ 
четнаго порядка, увидимъ что открытіе признаковъ наиболв- 
ииихЪ и наилсенешихЪ величинѣ требуетъ рѣшенія слѣдующихъ 
вопросовъ.

Гя Задача. Найти условія которыя должнві бвітв ввтолне- 
ны для того, гтобві цѣлая функція количествѣ г, s, t... не 
переліѣняла знака,., когда сіи количества излсѣняются.

Рѣшеніе. Пусть будетъ F (г, s, t.. .) данная функція, и по­
ложимъ сперва что оная содержитъ только одно количество г. 
^абы функція F(г) не могла перемѣнишь знака, то необхо­
димо и достаточно того, чтобъ уравненіе

(5) F(r) = o

не имѣло корней вещественныхъ неравныхъ, а также и не­
четнаго числа вещественныхъ корней равныхъ между собою. 
И дѣйствительно, еслибъ имѣли

F(r) = (r~r0)Ä или F(r)= (г — г0)2771+1 Ä,

гдѣ г0 означаетъ вещественный корень уравненія (3), тп цѣлое 
число, а R полиномію которая не дѣлится на г—г0, то легко 
усмотрѣть, что для двухъ величинъ г весьма мало разнствую-

12*  
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щихъ отъ г0, но изъ коихъ одна болѣе, а другая менѣе г0, функ­
ція F(г) получила бы двѣ величины съ противйыми знаками. 
Сверхъ того , поелику непрерывная функція количества г не 
можетъ перемѣнить знака, съ измѣненіемъ г между двумя 
данными предѣлами, не обратясь въ нуль въ промежуткѣ: то 
утвердительно можно сказать, что если уравненіе (3) не бу­
детъ имѣть вещественныхъ корней, то первая часть онаго 
удержитъ всегда одинъ и тотъ же знакъ, и никогда не обра­
тится въ нуль; если же F (г) иногда и обратится въ нуль, 
удерживая прежній знакъ, то оная будетъ равна произведенію 
нѣсколькихъ множителей вида (г — тоут на полиномію, кото­
рая не можетъ обратишься въ нуль ни для какой возможной 
величины г.

Теперь разсмотримъ общій случай, когда имѣемъ функцію 
содержащую какое ни есть число количествъ г, s} t. , . Тогда, 
чтобы F (г, s, t. . .) не могла перемѣнить знака, необходимое 
и притомъ достаточное условіе будетъ то , чтобъ уравненіе 

(4) F(r, 5, t . . .) ~ о

разрѣшенное относительно къ г, не могло имѣть ни веще- 
ствейныхъ корней неравныхъ, также и нечетнаго числа веще­
ственныхъ корней равныхъ, полагая впрочемъ s, t . . . совер- 

* '
шенно произвольными.

Слѣдствіе Iе. Функція F(г) или F(г, S, t. . .) удерживаетъ 
постоянно одинъ и тотъ же знакъ , когда уравненіе (3) или 
(4) не имѣетъ вещественныхъ корней. (Слютри статью объ 
опредѣленіи числа вещественныхъ корней алгебрическихъ ура­
вненій, въ 17й тетради сочиненія Journal deVEcole polytechni- 
que, стр. 457)-

Слѣдствіе 2е. Пусть будетъ и — у). Полный диффе­
ренціалъ
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d2u

, . „ d3 и . d3 и , , d2 и ,.
(5) ^и = ТхЗІг+2^кк~^Тгк

удержитъ постоянно одинъ и тотъ же знакъ, когда уравненіе 
. . d2u „ d2 и d3 и
(6) dx3 r ~h 2 dxdy r "+~ dy3 — °

не будетъ имѣть вещественныхъ корней, то-есть когда 
d2u d3 u , d3 и \2 .

С7/ dx3 * dy3 \dxdy' >

Тотъ же самый дифференціалъ (5) могъ бы обратиться 
въ нуль, удерживая постоянно одинъ и тотъ же знакъ, еслибъ 
первый членъ формулы (7) уничтожился; но еслибы сей 
первый членъ сдѣлался отрицательнымъ, то оный дифферен­
ціалъ получилъ бы величины съ противными знаками.

Слѣдствіе 3е» Пусть будетъ u—f(x,.y, zy. Полный диф­
ференціалъ

d2u7, . d3u. d3n 1 7 d3u , , d3u , ,
(8) du— dxJl -+~Лузк + <и2^ 2dxdykk+ 2 dxdzkl dydzkl 

постоянно удержитъ одинъ и тотъ же знакъ, когда уравненіе 
d3u „ , / d3u . d2u \ d2u d2u d2 и

(9) dx3r ® \dxdy S dxdz/ Г ~H dy3 S ~t“ dydz S ~ l- dz3 ' 0> 

разрѣшенное относительно къ г, вовсе не будетъ имѣть веще­
ственныхъ корней, то есть> когда полагая s совершенно произ­
вольнымъ, имѣемъ неравенство

rd2u d2u / d‘2u \2~| rd2u d2u d3u d3u ~i d2a d2u 
(io) Ldx2 dy2 \dxdy/ _r ‘^Ldx^dydz ‘dxdy dxdzj dx3 dz3 \dxdz'

Cie послѣднее условіе будетъ выполнено , если слѣдующія два 
неравенства будутъ имѣть мѣсто,

d3u d3u z d3u
z x \ . dx3 dy3 \dxdys И
0^7 ( d3u d3u ( d2u pd’u d2» d2u d3u

(LdÄ2dy2 'dxciy' JLdx2 dz3 \dxdz' J l_dx2 dydz dxdy dxdzj

ПриліЪсаніе. Пусть будетъ у, z ...) функція n
измѣняемыхъ независимыхъ величинъ х, у, Z. • • , и положимъ
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(12) F(r, S,
d2u „ d2u „ . dsu . d2 и d2 и d2 n
dx2T + азЬ +,,-+2^7^г54-2^7^г£-Н2 ~<Tydz 

Дифференціалъ d2u и функція F (r, s, t . • .) всегда будутъ 
. d3u

имѣть' одинакіе знаки съ количествомъ d~—2, если произведеніе

F (г, 5, t. . .) во всѣхъ случаяхъ будетъ имѣть положитель­
ный знакъ, что очевидно случится, когда наименьшія величины 
каждаго изъ произведеній 
, „ч d2 u х d2u . d2u г,,- ч
(і3) Гх2р(г)> dx2p(r’ *) ’ F(r, S, і), И проч.

будутъ положительныя. Сверхъ того, полагая 
_ d2 и ____ d2 и d3 11 / d2 и yfi

— dS2» ^2 — dx2 Ту2 \dxdy) » и ПР04- • ■ •

и изображая вообіце чрезъ F)n обіцаго знаменателя входящаго 
въ величины для А, к, I . . . выведенныя изъ уравненій (смотри 
Analyse algebrique стр. 8о)

/ d2 и _
( dx2h~^

d2 и
h ~Г dxdz * “1r... = I~ dxdy

СМ).
j Д2Ц 7, 

Л dxdy t
d2 и
d y2 - ..." I

/

k dxdz Іг
! d2 и 
Г dydz - ... I

легко докажется , что наиболешія и наименьшія велисимы, 
функцій F(r), F(г, 5), F (т, s, і), и проч, будутъ соотвѣт­
ственно равны

Z г-\ ^2 &ПС15) nS nS п\’ И ПР°Ч- • • • F~-

И такъ дифференціалъ (Fu удержитъ постоянно одинъ 
и тотъ же знакъ, если произведеніе каждой изъ дробей (і5) 
на Dj будетъ положительное, или, что все равно, ежели
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Da, D3, D^..,Dn будутъ имѣть одинакіе знаки съ количе­
ствами D3!, D*!  • . • D71!«

Полагая функцію и зависящею отъ трехъ только перемѣн­
ныхъ количествъ ас, у, Z, очевидно что найденныя нами усло­
вія приведутся къ двумъ слѣдующимъ : Dz > о, DT D3 > о, 
равнозначущія съ тѣми кои даютъ формулы (и).

2‘я Задача. Данвь двѣ цЪлвія функціи переліЪннвілЪ 
найти условія необлодилівія для того, чтобві. вторая функ­
ція удерживала определением знакЪ вб тЪлЪ слусаялЬ, когда 
первая изЪ нилЪ уничтожается.

Рѣшеніе. Пусть будетъ F (г, 5, t . . .) первая функція а 
R ~ Е5' (г, s, t. ..) вторая. Изъ двухъ уравненій F(r, s, t. ,.)“о 
и R — ö (г, S, t. . изключимъ Г. Разрѣшая, относительно къ 
R уравненіе получаемое чрезъ изключеніе г, необходимо, чтобы 
найденная величина для R имѣла требуемый знакъ, когда пере­
мѣннымъ s, t . . . припишутся вещественныя величины коимъ 
соотвѣтствуетъ также вещественная величина для измѣняе­
мой г.



УРОКЪ ОСЬМНАДЦІТЫЙ.

Дифференціалы какой либо функціи мноеихЪ перемЪннвіхЪ 
велиеанЪ, изЪ коихЪ каждая, естз линейная функція друеихЪ пе- 
ремЪннвіхЪ невависимвсхЪ количествъ. Разложеніе цЪлвіхЪ функ­
цій на вещественные множители первой и второй степени.

Пусть будутъ а, Ь, с . .. k постоянныя количества, а

(і) и — ах 4~ Ъу cz 4- . . .-h k
линейная функція перемѣнныхъ независимыхъ х, у, z.. . 
Дифференціалъ

(2) du “ adx 4- bdy -Н cdz 4~ . ..
будетъ постоянное же количество, и слѣдовательно диффе­
ренціалы d2u, d^u, . . . обратятся всѣ въ нули. Сіе самое при­
водитъ насъ къ заключенію что послѣдовательные дифферен­
ціалы функцій f(u), f(ut и), f(u, v, w. . и проч, сохраня­
ютъ одинъ и тотъ же видъ , когда перемѣнныя и, ѵ, іѵ . . . 
принимаются за независимыя, или когда и, ѵ, W... изобра­
жаютъ линейныя функціи перемѣнныхъ независимыхъ х, у, z... 
И такъ, полагая въ томъ и въ другомъ случаѣ най-

(3) ds^fQu^du, d-s~f'/(u)du’1, dis~f//\u)du\...dns~f{n}(u)dun; 

полагая S—f(u, и),

(4) d«s=4^du«-bi.^4s^<ju"-dv+...



— 97 —

полагая s^f(u).f(v),
(5) dn s =

/(71> («)/G>) dun (u) f (y) du11”1 dv-\- . . .

+ T/О)/(П-І) (У) dudvn~~l +f(u)f^ (v) clvn,

и проч.... Изобразивъ чрезъ f(u), f(y)t f(.u> ?>)••• Цѣ­
лыя функціи перемѣнныхъ м, Щ, іѵ . . ., и положивъ что 
u, г>, w . . . суть линейныя функціи перемѣнныхъ х, у, z . . ., 
легко удостовѣриться , что формулы (3), (4), (5) . . • будутъ 
справедливы и въ томъ даже случаѣ, когда постоянныя коли­
чества а, Ь, с .. .к и проч, входящія въ и, г>, w .. . сдѣлаются 

мнимыми. Напримѣръ, полагая s^zf(x у У — і), получимъ, 

ds (х -J- у У— і) . (dx 4- У— і dy), . .

dns “ /(7і)(х-|- у У—i).(dx-|-y—idy)71;

5=/(х —у У— 1), ■

ds ~f/ (х— у У— і) (dx — У— idy),. . 

dns—fw (х — у У—• і) (dx — У— I dy)n;

/(х + у У— !)•/(* —У У— і),

(8) dns~f{n) (x-f-y У— і) . f (х —у У— і) . (dx -|- У— і dy)n 

+ ~1) •//(Х‘“У — 1) • (dx+У — і dy)n~1 (dx -У -1 dy) ф..

(хфуУ— і) /<7г~І> (х—уУ — і). (dx+У—і dy) (dx- У — і dy)n~1

~Ь/(х+/У—і)/(п)(^—уѴ—i).(dx—V—idy)n. „

Изъ сей послѣдней формулы легко вывести слѣдующее предло­
женіе.

гя Теорема. Пустъ будетЪ f(x) вещественная и цЪлая 
функція изліЪняелюй х. Полагая

(б)

полагая

(7)

полагая

іЗ
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(9) s =40» + / У~1) —

всегда можно будетЪ удовлетворите вещественнвсми велисина- 
ми перемЪннвіхЪ х и у уравненію

(іо) S —о

Доказателвство. Пусть будетъ п степень функціи /(х); 
слѣдовательно имѣемъ
(іі) / (х) — а0 хта + а, xn—I +... Ч-лЛ_ІхН-ая,

гдѣ а0, аІ,...ап_І, ап означаютъ постоянныя количества, 
изъ коихъ первое , именно а0, не можетъ быть равно нулю. 
Сверхъ того, принявъ перемѣнныя х, у вещественными, озна­
чимъ чрезъ г, р, R, , Ra, и проч. ... модули (*)  мнимыхъ 
выраженій

л?4-уѴ—I, dx-j-dyV—і, /(х-|-у V— і), /(х-|-уѴ— і), 

f/7(x у V-—і), и проч....

и въ слѣдствіе сего, положимъ

(12) хД-уѴ--------------- I zr г (cos t -f- У—isini),

d х -|- dy У— I = q (cos т-\- У— I sin г) ;

!
/(х + У У — і) ~R (cos Т Д- У— і sin Т),
'f(x + У У— і) = Я, (cos ТН- У— і sin Т,), '
f'(x-\- у У— і) — Ä3(cos Т2+ У—_і sin Т2) ...
jF("’(^4-y У— і) Ä„(cos Тп4- У— і sin Тп).

г, р, R, R1} R2. ,.Rn будутъ количества положительныя; t, т, 
Т, Т,, Т3 .. . Тп вещественныя дуги; посему будемъ имѣть

(і4) г — У X2 ■+ /,

(*)  ПодЪ названіемъ: модуль мнимаго выраженія JV-f-KV'—1, сочинитель разу­
мѣетъ положительную величину ѴХЯ ~Н К3.

Нрилсѣъаніе Переводчика.
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(l5)--------------- s = Ä2rr[aörncosnt4-a1rTl xcos(n— i)t-4-...4-an_Ircost-4-an]a 

-f-fa^sinnt-j-a/1- Tsin (n—i) t-|-... H-an_ trsin t]2 
  an Г а _i_ 2go-atc0sf , ! Qai + 2 go cost ' ~1 
__  7" о | r r2 | • •

Изъ сихъ послѣднихъ формулъ слѣдуетъ, что количество $, изо­
бражающее функцію цѣлую и слѣдовательно непрерывную 
относительно перемѣннныхъ «г, у, останется всегда поло­
жительнымъ и безпрестанно будетъ возрастать , когда ста­
немъ давать симъ двумъ перемѣннымъ, или только одной 
изъ нихъ, а слѣдовательно и модулю г, численныя величины 
постепенно возрастающія. Изъ чего должно заключить, что 
функція 5 способна будетъ принять одну или нѣсколько наи- 
шенбшихЪ велисинЪ соотвѣтствующихъ одной или нѣсколь­
кимъ системамъ конечныхъ величинъ для перемѣнныхъ X и у. 
Разсмотримъ въ частности одну изъ сихъ системъ, и опре­
дѣлимъ соотвѣтствующія онымъ величины выраженій

(іб) /z(a? + y У — l), //Z(^-by V — і)>. • -/(п) (^ + уУ—1).

Нѣкоторыя изъ сихъ величинъ могутъ быть равны нулю; 
но невозможно чтобы всѣ въ одно время уничтожились, ибо 

выраженіе У(п> (а?-|-у У — і) , обращается вмѣстѣ съ (я?) 
въ произведеніе і . 2.3 . • • и • а0, и слѣдовательно равняется 
постоянной величинѣ и разнствуетъ отъ нуля. И такъ, пусті 

будетъ (х -|- у ~Ѵ — і) первое изъ неуничтожающихся вы­

раженій (іб). Ежели самая функція f (х -|- у У — і) не обра­
тится въ нуль, то dms будетъ, въ силу формулы (8), первый 
изъ неуничтожающихся дифференціаловъ функціи S. Напро­
тивъ того, ежели

(і7) /С^+уУ-^) — 0»

то и дифференціалъ dn S обратится въ нуль. Легко видѣть, 
іЗ*
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что сей послѣдній только случай можно допустить. Ибо въ 
первомъ предположеніи, вывели бы изъ формулы (8) 

(18) dmsz=z

fw*  (а?4~У У— У)/^— У У— О (dx-\- У— і dy)171

-\-f (а? -|- у У—(х—У У—i)(da? —У—idy)m
— 2ÄRmpmcos (Тт — ТЧ-тт);

и слѣдовательно, дифференціалъ dm 5, перемѣняя знакъ когда 

вмѣсто г подставимъ T-f-y, не будетъ для всѣхъ возможныхъ 

величинъ количествъ da? и dy имѣть положительный знакъ, 
что есть необходимое условіе, когда функція $ будетъ наи­
меньшая. И такъ всѣ системы величинъ для а? и у, соотвѣт­
ствующія наименвшимЪ величинамъ функціи 5 , будутъ удо­
влетворять уравненію (17), которое также можно предста­

вить въ видѣ: R (cos Т 4- У — I sin Т) — о, откуда извлекает­
ся R—o, sZZR^zzzo. Слѣдовательно функція 5 обратится 
въ нуль при вещественныхъ и конечныхъ величинахъ пере­
мѣнныхъ а? и у, всякой разъ какъ оная достигнетъ одной изъ 
тѣхъ наименьшихъ величинѣ, коей существованіе мы выше сего 
доказали.

Слѣдствіе. Поелику вещественная функція S —Я2 не мо­
жетъ уничтожиться иначе какъ въ случаѣ Rz2Z0‘, то и мни­
мыя функціи

/'(х-\-уУ—і) — R (cos Т 4- У—isinT), 

/(а? — у У—i)~R(cosT — У — і sin Т) 

уничтожатся также въ одно время съ 5. Слѣдовательно 
всѣ вещественныя величины измѣняемыхъ а? и у, удовлетво­
ряющія уравненію (ю), будутъ также удовлетворять уравне­
нію (17) 11 еще слѣдующему:
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(19) /(АГ-уѴ—I) = O.

Симъ величинамъ х и у будутъ соотвѣтствовать веществен­
ныя величины г и t удовлетворяющія двумъ уравненіямъ

(20) f(r COS £ + г sin t У— 1) — о, /(r COS £ — r sin £ V— 1) — О. 

Въ частномъ случаѣ, когда величина у обращается въ нуль, 
уравненія (17), (19) и (2О) приводятся къ одному, именно: 
(21) f(x)zzot
которому слѣдовательно удовлетворяетъ въ настоящемъ слу­
чаѣ вещественная величина х. Сіи примѣчанія непосред­
ственно приводятъ насъ къ слѣдующему предложенію.

2’я Теорема. Ежели f (х^ означаетъ вещественную функцію 
перемѣнной х, то всегда можно удовлетворите уравненію 
или вещественнвіми величинами сей перемѣнной^ или парными 
мнимвіми величинами вида

(22) х “ г (cos £ -У У — і sin £), х — г (cos £ — У — і sin £).

Примѣчаніе. Изобразивъ чрезъ а?0 вещественный или мни­
мый корень уравненія (20), полиномія f (а?) будетъ дѣлиться 
на множителя первой степени х — ха. И такъ, двумъ пар­
нымъ мнимымъ корнямъ вида

г (cos £ + У —I sin £) , г (cos £ — У — I sin t) , 

будутъ соотвѣтствовать два множителя первой степени 

х — г cos £ — г sin £ У— і, х — г cos £ —|- г sin £ У — і, кои буду­
чи перемножены между собою, даютъ вещественный множи­
тель второй степени, именно: (л?—rcos£)24-r®sin2£zz/ra—2r^rcos£-|-r2. 
На семъ основаніи, въ силу 2-й теоремы, слѣдуетъ, что всякая 
вещественная и цѣлая функція перемѣнной ху дѣлится на 
вещественный множитель или первой, или второй степени. По 
раздѣленіи, получится въ частномъ другая вещественная
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и цѣлая функція , которая также сама будетъ дѣлиться на 
другаго множителя. Продолжая такимъ образомъ, данная функ­
ція f (л?), разложится на вещественные множители первой 
и второй степени, уравнивая сихъ множителей нулю, опре­
дѣлятся вещественные или мнимые корни уравненія (2і), 
число коихъ будетъ равно числу единицъ, заключающихся въ 
степени функціи /(а?). (Смотри Analyse algebrique, Главу X).



УРОКЪ ДЕВЯТНАДЦАТЫЙ.

ОбЪ употребленіи производив/,хЪ функцій и дифференціаловъ 
разнзіхЪ порядковъ при разложеніи функцій.

•Л-егко разложить цѣлую функцію количества х по воз- 
растаюіцимъ цѣлымъ степенямъ сей перемѣнной, когда даны 
частныя величины самой функціи и ея послѣдовательныхъ 
производныхъ для И дѣйствительно, означивъ чрезъ
F (ук) предложенную функцію, чрезъ и степень сей функціи, 
и чрезъ а0, пІ, а2 ... ап неизвѣстные коеффиціенты при раз­
ныхъ степеняхъ, х въ искомомъ разложеніи, будемъ имѣть 

(і) F(х) ~ а0 4- х 4- а2 х14- . • • 4- ап хп.
Дифференцируя п разъ сряду уравненіе (і), получится:

!
 F (х) і . а04- х ч------  -упакхп~1,

— і . 2 . а,. -h------ h (п — і) пап хп~ %
и проч. . . .
F(n)(a?) zz: і . 2.3 ... па„.

Полагая во всѣхъ сихъ уравненіяхъ х “ о найдемъ :

(3) а0 = F(o), O,=lF(o), aa=y2F"(o),..air=^F^(o), 

слѣдовательно уравненіе (і) дастъ

(4) FW =F(O) +?P(o)+£F(o) + ... + P« (о).

ПрилсЪрЪ. Возмемъ F (х) — (і4~эс)п; получимъ извѣстную 
формулу:
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(5) Сі-t 1+ 7^4- -тту 7з---- л?3+-+т^ +^п.
Теперь изобразимъ чрезъ и ~f (х, у, Z . . .) цѣлую функцію 

перемѣнныхъ х, у, z. .а чрезъ п степень сей функціи, то 
есть, наибольшую сумму, могущую произойти отъ сложе­
нія показателей разныхъ перемѣнныхъ взятыхъ въ одномъ и 
томъ же членѣ. Пусть будетъ

F(a) — f(x -ф- adx, y-\-ady, z -f- adz ..

то F (ос) можно принимать за цѣлую функцію количества ос, 
степени п, а посему будемъ имѣть

F(a)=F(o)+ і F(o)+ g F-y0) -+- F”(o).
Сія послѣдняя формула, въ силу предложеній доказанныхъ въ 
іД“* УРР.кѣ, можетъ быть изображена слѣдующимъ образомъ: 

(б) adx, y-4-ady, z-}-adz...')

= U + Т du-{- ууз d2u+ Г2І d U + - • • + '1Л.з:ТЛ d и- 

Прибавимъ, что таковое разложеніе будетъ справедливо для 
какихъ ни есть величинъ ос, или конечныхъ , или безконечно­
малыхъ. Принимая, для краткости, ос —I, найдется:

(7) f(x-±-dx, y-\-dy, z-|-dz...)

= и + F du + П2 d>u + ОГ5 d*u ------ + ~2~з~^ dn u-

Въ частномъ случаѣ, когда вмѣсто функціи f (гг, у, z .. .) бу­
демъ разсматривать функцію одной перемѣнной х, получимъ 
и —/(гг), d и — d х, d',u—f^(x') d гга... dn и — /(л) (а?) d хп,

въ силу же формулы (7)» подставивъ h вмѣсто dx, найдемъ:
Ь 7, а 7,3 77П^Kx^f(x)+yXx)+^

Впрочемъ, можно было бы прямо вывести сіе послѣднее ура­
вненіе изъ формулы (Д).
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ПрцмЪрЪ. Полагая/(x) — xn, найдётся;

(g) (x4-Л)я~хп+^xn—17г + x71-3 Zf2-}-. . .

х2Ьп“а-+г xhn~' + h\

ПримЪъаніе. Если f (x) дѣлится на (x — a)m, то есть, 
когда будетъ .
(ю) /(х) = (х — a)my(x),

гдѣ ф (х) означаетъ цѣлую функцію перемѣнной х, то разло­
женіе величины f(a 4- А), по возрастающимъ степенямъ ht 
очевидно будетъ дѣлиться ца hm. Въ силу домазаннаго выше, 
сіе разложеніе будетъ
Л“)+ІЛа)+ЙГ« + --+г^Т^/,’“’«+ " проч....

И такъ, когда f (х) — (х — а)т р (х) , то докажется что 
f (а) — о , также и f7 (а) ” о, f^7 (а) — о, .../(т—1) (а) ~ о. 
Тоже самое можно доказать дифференцируя нѣсколько разъ 
сряду уравненіе (іо), изъ котораго , помощію Іформулы (і5) 
(і4го урока) послѣдовательно выводимъ:

f' (x)zz(x~a)mp/ (x)+m(x—ayn~'lp (х), 
a)m^/z(Ä?)+27n(a7—л)’л~Іір/(л?)-рт(7п—і

(а-)—(х—а)тр(т~~ .+т(т— і)... 3.2 («г—

И такъ, когда f (zr) будетъ цѣлая функція перемѣнной х} 
можно утвердить, что если уравненіе
(12) f(x)=O
имѣетъ т корней равныхъ, то каждому изъ производныхъ 
уравненій
(іЗ) f7(x')z= о, f77(<x)—o, f777(x)—o, и проч.... о

будетъ удовлетворено величиною для х равною а» Замѣтимъ 
еще, что поелику f (х) дѣлится ѵ.а. (^Х—-d)mt то f7(ас) будетъ

і4
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дѣлиться на (гг —-а)т~х, //х(гг) на (<г—а)п~*,  и проч.... на­
конецъ(.х) только на <х—а. Что касается до функціи 
f^m)(xy, то поелику оная опредѣляется формулою

(Ц) —a)mtpw(«х)-|-у т(х—а)т~І^‘т~х)(гг)+и проч...

7 т(т—і)... 3.2.(х—а)^(х) + т(т—і)... 3.2.і.^(гѵ),

посему для частной величины л? —~ а, оная изобразится чрезъ 

(і5) . /(т) (а) і. 2.3 .. . (т — і)т. (а).

Всѣ сіи замѣчанія справедливы даже и въ томъ случаѣ, когда 
въ величинѣ f (ху выраженной уравненіемъ (ю), (х) не бу­
детъ изображать цѣлую функцію перемѣнной х. Впрочемъ, 
извѣстно какимъ образомъ сіи примѣчанія приводятъ къ опре­
дѣленію равныхъ корней въ алгебрическихъ уравненіяхъ.

Теперь пусть будутъ y~F(x), и Z~f(x) двѣ цѣлыя 
функціи перемѣнной х, обѣ дѣлимыя на (х — а)™. Если числа 

% d я ___я!
т. больше единицы, то величины дробей —, и j~y — для

х—а, представятся въ одно и тоже время въ неопредѣленномъ 
0 . _ я'видѣ —, и слѣдовательно дробь убудетъ безполезна для опре­

дѣленія истиннаго значенія дроби для частной величины 

X — а (смотри 6“ урокъ). Не смотря на то, истинная вели-
г йчина дроби у и въ настоящемъ случаѣ есть предѣлъ къ коему 

стремится отношеніе ^-у, тогда какъ разности Ду, Дз при- 

къ нулю. Положимъ что х получаетъ безконечно-ближаются
малое приращеніе Дх~а<Іх, то въ силу формулы (6), полу-
чимъ:

аяН-і 
1.2.3...(яЦ-1)

а7П

___ц jm-т
1.2.3...(m— 1)а J
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Ли — z-\-1 dz-\~ — dz... 4- dn~~lz
(уІТЬ /у7П>-^*1

I __ -____ №7 I ------ - ------------ Л^Ч-і 7 _l_
1.2.3...ma 1.2.3...(m4-l) а z |- • • •

Теперь , подставляя вмѣсто х частную величину а, очевидно 
что отъ таковаго подстановленія производныя функціи yz, 
у'1'. . . z7, z/z. . . z(m~у, а слѣдовательно и дифференціа­
лы dy, d?y,... d(7n'~I)y, dz, d9z,... d^^z, всѣ уничтожатся; 
посему получимъ:

^•r+..=^(dy+^ d-z+..) 

d"-z+.^^(d-2+^a^-z+..)

откуда

потомъ, полагая ос ZZ О, найдется: ' ' 
Az___ dm а „ а/771) .

ПР’ ~Ь~у---- З^у ’

тт г х __ 1 сИ такъ величина дроби — или , для х — а', будетъ равна 

Дроби ,
. ...dm% ' (>)

dmy ИЛИ J

гдѣ должно также положить х -—: а. ,
ПриліЪрЪ. Ежели д> (х) означаетъ цѣлую фуцкцію, которая 

не дѣлится на X — а, а F (х) другую, цѣлую же функцію, дѣ­
лимую'на (х — а)т, то для х zz а, будемъ имѣть
, > (х—а)т?>(а?)   1.2.3...тч>(,я:У+2.3...т.т(х—аУ^(х)+ и проч. 1 2.3...т.<р(а) 
(1 б) ~ •



УРОНЪ ДВАДЦАТЫЙ.

Разложеніе раціоналенеіхЪ {соизмЪрилсеіхЪ'у дробей.

Изобразимъ чрезъ f(x) и F (х) двѣ цѣлыя функціи пере­

мѣнной х, изъ коихъ первая степени т, а вторая степени п.

Частное принимаетъ названіе раціоналеной дроби. Сверхъ 
того, уравненіе
(і) Г(х)-о „
будетъ имѣть п вещественныхъ или мнимыхъ корней, рав­
ныхъ или неравныхъ; предположивъ сперва что они неравны, 
и означивъ оные чрезъ х0, X,, хя, . . необходимо будемъ
имѣть
(2) F (х) = к (х — х0) (х — х,) (х — х2) ... (х — хп_ J, 
гдѣ к есть коеффиціентъ стоящій предъ хп въ F (х), на семъ 
откованіи пусть будетъ

(5) £ (х) = к(х — х,) (х — ха) .. . (х — хп_х), и = Д. 

Уравненіе (2) приметъ видъ
(4) F(x}r=(x — х0) £(х);
и поелику разность

. /(я?) .____ /(а?) —-zQ(x>.................................
Ч> (х) "У — <р (Х)

обратится въ нуль для х ~ хо. то въ с?мъ предположеніи 
и полиномія f (х)—Ао ф Qx) также уничтожится. И такъ сію 
полиномію можно будетъ раздѣлить алгебрически на х — х0; 
слѣдовательно будетъ f (х) — Ао (х) ” (х — х0) (ж), или 
(5) f (x) — Аор (х) 4- (х — х0) / (х),



— юд —

гдѣ % (x) изображаетъ другую цѣлую функцію перемѣнной. х. 
Раздѣливъ же обѣ части уравненія (5) на F(х), получимъ: 
х f (х)__ Ло___ < Х(х)___ ло ■______________ X (х)______________
ѴѴ _F(;r) X— Ха, ' £>(х) X-- Ха ” к(х — Xj) (х--- а?2) . . . (х — Хп__ !>*

И такъ можно отъ раціональной дроби отдѣлить простую 

дробь вида — , гдѣ До есть количество постоянное; въ ос­

таткѣ же получится другая раціональная дробь коей знаме­
натель будетъ функція въ которую обратится полиномія 
F (х) когда оную раздѣлимъ на линейнаго множителя х —1 Хо.. 
Положимъ, что такимъ образомъ, отдѣлили послѣдовательно 

/(х) Х(х) „отъ р-^у, потомъ отъ — > и проч...., рядъ простыхъ дробей

' -^о -- 1
X — Хо X — Xi X — Х<£ * ’ ’ X — Хп_ £ •

такъ что наконецъ въ остаткѣ имѣемъ раціональную дробь, 
коей знаменатель есть постоянное количество Л; слѣдователь­
но сей остатокъ будетъ цѣлая функція перемѣнной х. Озна­
чивъ оную чрезъ Q, получимъ:
✓/ (х) __ (-у . Ло, , .____ і ' -^п—т

,F(x) V * ' х — хо, ~I х — Xj ~Г" х ха Г * ’ * х — хп—J
откуда 

(8)
-F(x)

— 1 X—хп-- j

Въ семъ уравненіи всѣ члены слѣдующіе за произведеніемъ 
QF (х) сушь цѣлыя функціи перемѣнной х степени низшей 
чѣмъ /г; посему заключаемъ что Q изображаетъ частное число 
произшедшее отъ алгебрическаго дѣленія f (х) на F (х). Сверхъ 
того , поелику каждый изъ членовъ второй части уравненія 
(8) дѣлится на х—х0, а. f(x) не дѣлится, то очевидно будемъ, 
имѣть, для Xzzrx^,

(9) = =
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И тавъ, чтобъ получить величину Ао, стоитъ только под­

ставить х0 вмѣсто х въ дробь р'\хУ іакимъже образомъ опре­
дѣлятся величины для А., ; слѣдовательно имѣемъ:
f \ Л   ■ л   f (xi) л   f(жг) л ___  f (xn—i)
(IOJ /i0 F\xo)'> --- X(xt)’ ^2   F'(xn— T)‘
Видъ въ коемъ представляются сіи величины, показываетъ 
что онѣ совершенно независимы отъ вида производимаго раз­

ложенія на частныя дроби. Прибавимъ, что величина 
Ао, доставляемая формулою (д), можетъ быть представлена 

или дробью F/или откуда слѣдуетъ, что первая изъ
формулъ (іо) равнозначуща со вторымъ изъ уравненій (3). 
Когда два корня х0, х, будутъ мнимые и парные, то есть 

вида а -\- ß V— I , и а — ß ~Ѵ—• I , то означивъ чрезъ А и В 
два вещественныя количества удовлетворяющія уравненію

(п) А — В У—і — +
.F'(a + ß-/ —1)

найдемъ, что простыя дроби, соотвѣтствующія симъ корнямъ, 
будутъ
, л —Л+£ѵ'~~і

х — а —рУ— 1* а —а-|-РУ—1

Сложивъ сіи двѣ дроби, получится слѣдующая: 
2^(х —а)-Д-2ДР 

■ (х — а)2-+-Р2 *
коей числитель будетъ вещественная и линейная функція 
перемѣнной х, а знаменатель , множитель второй степени 
полиноміи F (х).

ПримЪрѳс. Разложеніе дробей JiT? и проч.
*

Разсмотримъ случай , когда уравненіе (і) имѣетъ равные 
корни. Изобразивъ чрезъ а, Ь, с .. . различные корни, чрезъ



III

p, q, r. . . цѣлыя числа, и чрезъ к постоянный ноѳффиціентъ, 
полиномія F (х) будетъ вида
(Ц) F (х) — к (х — (х — (х — с)г. . . 
Положимъ для сокращенія

(і5) ^(x)=:fc(x—^(х —с/..., и ~ — At

то уравненіе (іД) получитъ видъ
(іб) F (х) = (х — а)? £ (х) ;

с®)а какъ обѣ разности — А, f (х) А <р (х) уничтожают­

ся въ предположеніи х ZZ2 а, то необходимо будетъ
(•1'7) f (х) ~А$ (х) + (х — а) % (х),
гдѣ £ (х) означаетъ новую цѣлую функцію перемѣнной х. На 
семъ основаніи, изъ уравненій (і4)> и С17) выведемъ 
( _ ох Л») _ л___ , • %(*)  _____ Л ._________ ____________
kIÖ> F(x) ~~ {х — а)И * (х — а)р—1 <р (х) ~~ (х — а)? і(х—а)Р~1(х-0;?(х-с)г...' 
тл- 1 ' • - Л f(-x) • сИ. такъ, отдѣляя отъ раціональной дроби простую дробь, 

вида _ ajp, въ остаткѣ получится другая раціональная дробь 
коей знаменатель будетъ равенъ частному произходящему отъ 
раздѣленія полиноміи F(х) на одного изъ множителей равныхъ 
х—а. Положимъ что помощію нѣсколькихъ подобныхъ разло­
женій, отдѣлили послѣдовательно отъ знамейагііеля остальной 
дроби, во Іхъ. всѣхъ множителей равныхъ х — а; во 2* ъ. всѣхъ 
множителей равныхъ х—Ь; въ Зхъ. всѣхъ множителей равныхъ 
X — С , и проч.... Послѣдній изъ всѣхъ остатковъ будетъ 
раціональная дробь имѣющая постояннаго знаменателя , то 
есть, цѣлая функція перемѣнной х: и означивъ чрезъ Q сію 
цѣлую функцію, а чрезъ Л, Alt Аа,. .. Ар_1У В, В1} Ва .. -Bq_t> 
С, С,, C2... Cr_ I? и проч... - постоянныхъ числителей раз­
личныхъ простыхъ дробей, получимъ:
z ч -fO)—П , ѵ Л- в _L _L 4-
V9J ^(х) —Ѵ+(х-а)Р ‘Ь(х-а)Р-1+,,-+ х-а ”



— 112

Дабы доказать во Іхъ. что полиномія Q есть частное про- 
изшедшее отъ алгебрическаго дѣленія /(х) на F(х) , во 2ХЪ. 
что величины постоянныхъ количествъ A1,...Ap_li В, 
и проч. . . . совершенно независятъ отъ вида производимаго 

, /<*)  -разложенія , стоитъ только разсмотрѣть слѣдующую 

формулу:

(20) /(Х)~Q^(X)+^(x—(х—а)?“1 і х_

получаемую чрезъ умноженіе уравненія (ig) на F (эс); въ фор­
мулѣ (20) всѣ члены слѣдующіе за произведеніемъ QF(x) суть 
цѣлыя функціи перемѣнной х, степени низшей противъ степени 
функціи F(x); сверхъ того, если въ сей формулѣ (20) положимъ 
X ±2 а-f- Z, и разложимъ потомъ обѣ части уравненія по воз­
растающимъ степенямъ перемѣнной z, (смотри ідй урокъ), 
то сравненіе постоянныхъ членовъ и коеффиціеншовъ при 
одинаковыхъ степеняхъ Z въ обоихъ разложеніяхъ, доставитъ 
слѣдующія уравненія: '
Л л cf с/,г > л . А №(а) с//. .
(2І) 1.2~ІЗ...р> f (а)—^1.2.3.. .(f-pl) 1.2.3 ...p > f (a)—и np.

изъ коихъ выведемъ для постоянныхъ количествъ А, А„ А2,... 
одну только систему величинъ, именно:

л__ 1.2 .3 ...p.f(a') А ___
(22) А — ^р^а) > Аг—----------- ------------------------------ ’ ИПР°’1'

Такимъ же точно образомъ получатся величины для В, Blt
В2у . . . С, Сх, С2 . . . Замѣтимъ что первая изъ формулъ (22) 
даетъ для постоянной А величину получаемую дробью 
(х — а)?/(л).__/(X) ѵ
-----'Ffxj-----—^(х)’ когЛа ЕЪ оной положимъ х — а , и слѣдова­

тельно равную дроби (Подробнѣе о семъ предметѣ изло­
жено въ Analyse algebrique^ Гл-. XI).



ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИЗЧИСЛЕНІЕ.

УРОКЪ ДВАДЦАТЬ ПЕРВЫЙ.

ОбЪ опредЪленнвіхЪ (междупредЪлбНбіхЪ или тастнвіхЪ') 
интеералахЪ.

Положимъ что функція y—f^x} есть непрерывная отно­
сительно къ перемѣнной х между двумя конечными предѣлами 
х~хоі x~ZzX, и означимъ чрезъ xlt х^. . хп__[ другія вели­
чины перемѣнной х вставленныя между сими двумя предѣла­
ми, и которыя постепенно или возрастаютъ, или уменьшают­
ся отъ перваго предѣла до втораго. Посредствомъ сихъ про­
межуточныхъ величинъ, можно будетъ разложить разность 
X — х0 на элементы
(!) я\~х0, х2 — х^ х3— х2, .. .X — агя_х,

которые будутъ имѣть всѣ одинъ знакъ. Далѣе, положимъ 
что каждый изъ сихъ элементовъ помножили на величину 
J(zr), соотвѣтствующую началу сего самаго элемента, именно, 
элементъ хг—х0 на/(а70), элементъ х2—xt на /(а?,) и проч..., 
наконецъ элементъ X—— г на f и пусть будетъ
(2) s_(xt—x^f^+(x—x;)f(x;)(x—xn_э 

сумма всѣхь сихъ произведеній. Количество S очевидно бу­
детъ зависѣть , во іхъ. отъ числа п элементовъ, на которые 
разложена будетъ разность X — хоі во 2ХЪ. отъ самыхъ вели­
чинъ сихъ элементовъ, и слѣдовательно отъ образа произво-

і5
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димаго разложенія. Необходимо замѣтить, что если численныя 
величины элементовъ принимаются весьма малыми, а число 
П весьма большимъ ; то образъ производимаго разложенія бу­
детъ имѣть весьма малое вліяніе на величину S, что можетъ 
быть доказано слѣдующимъ образомъ.

Если бы, вмѣсто всѣхъ элементовъ, разсматривалась только 
одна разность X—о?0, то имѣли бы

(5) S =
Но ежели возмемъ выраженія (і) за элементы разности X—гг0, 
то величина S, опредѣленная въ семъ случаѣ уравненіемъ (2), 
равна суммѣ всѣхъ элементовъ умноженной на среднюю вели­
чину функцій

№), ДО»
(смотри предварительныя предложенія въ Cours d’analyse, 
слѣдствіе 3* “ теоремы, или Ш прймѣч. перев.). Сверхъ того, 
поелику сіи коеффиціенты равны частнымъ значеніямъ выра­
женія

f Оо + 0 ---О]
соотвѣтствующимъ величинамъ заключающимся между пре­
дѣлами нуль и единица, шо докажется, подобно какъ въ 7МЪ уро­
кѣ, что средняя величина, объ которой предъ симъ упомянули, 
изобразится также чрезъ / [;гв0 (X—Щ,)], гдѣ 0 означаетъ, 
какъ и выше, число большее нуля, но меньшее единицы. И такъ, 
вмѣсто уравненія (2), можно будетъ принять слѣдующее: 

(4) +
Чтобъ перейти отъ образа разложенія который мы предъ 

симъ употребляли къ другому, въ коемъ численныя величины 
элементовъ разности X-— ха были бы еще меньше, достаточ- ' 
но каждую изъ разностей (і) разложить на новые элементы. 
Тогда должно будетъ, во второй части уравненія (2), вмѣсто
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произведенія (x, — xo)f(xo)» подставить сумму подобныхъ про­
изведеній, и потомъ сію послѣднюю сумму замѣнить выраже­
ніемъ вида

Ох — ОЛхо-мОі — OL
гдѣ $ будетъ означать число меньшее единицы, ибо между 
сею суммою и произведеніемъ (х,—х0)/(х0) существуетъ 
зависимость точно такая, какъ и между величинами S дан­
ными уравненіями (Д) и (3)- По той же причинѣ должно бу­
детъ поставишь вмѣсто произведенія (х2 — хІ)/(х1) такую 
сумму членовъ, которая можетъ быть изображена въ видѣ

— *0  Лхі + 03 — ЖЭ],
гдѣ означаетъ число меньшее единицы. Продолжая та­
кимъ образомъ далѣе, заключимъ наконецъ, что при новомъ 
образѣ разложенія, величина S будетъ вида

(5) S=(x,-xQ)/[x0+e„(x,—х,)] + •••

Полагая въ семъ послѣднемъ уравненіи
Л^о-н-ОоС^і—Лхх+^02-^)]=/0х)^і> - 
............................................ • • • Жж^-Х^-^-ООЖ-Жп-х»

выведемъ

(б) S zz (х, —- х0) [f (х0) ± е0] + (ха — х,) [/(х,) ±£j+---

потомъ, перемноживъ настоящимъ образомъ, будетъ
(7) 5г= Ох — »o)/(ace)4- О3—зСхУОх) -+■ • • •+(х—хп-і)/Оп- г) 

± — х0)±£і(х2—хІ)±...=неп_І(Х—

Прибавимъ, что если численныя величины элементовъ х:—х0, 
х2—х,, . . . X — хп__г будутъ весьма малы, то каждое изъ 
количествъ н~ е0, -н еТ, . • • zt £п_ і будетъ весьма мало разн­
ствовать отъ нуля, а посему и самая сумма

15*
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«о) —.......— — X "““ Xn — l) >
равная произведенію X—x0 на среднюю величину между коли­
чествами -ь g?, -и £п . . . -н еп_,. Слѣдовательно, чрезъ сравне4- 
ніе уравненій (2) и (7) заключаемъ, что величина S, опредѣ­
ленная по образу разложенія, въ коемъ элементы разности 
X— х0 имѣютъ весьма малыя численныя величины, весьма 
мало измѣнится, если перейдемъ къ другому образу разложенія, 
гдѣ каждый изъ сихъ элементовъ подраздѣляется еіце на нѣ­
сколько другихъ.

Положимъ теперь , что разсматриваются въ одно время 
два образа разложенія разности X — х0, и что въ каждомъ 
изъ нихъ элементы сей разности имѣютъ весьма малыя чи­
сленныя величины. Сіи два образа разложенія можно будетъ 
сравнить съ третьимъ, такимъ, чтобы каждый Элементъ, или 
перваго, или втораго образа разложенія, былъ составленъ изъ 
суммы нѣсколькихъ элементовъ третьяго. Дабы выполнить 
сіе условіе, достаточно будетъ чтобы всѣ величины перемѣн­
ной х, вставленныя въ двухъ первыхъ разложеніяхъ между 
предѣлами зс0, X, были введены въ третій образъ разложенія, 
и тогда докажется что величина S весьма мало измѣняется, 
при переходѣ отъ перваго или втораго образа къ третьему, 
слѣдовательно также переходя и отъ перваго ко второму. 
И такъ, когда элементы раййости X — х0 принимаются без­
конечно-малыми , то образъ разложенія ймѣеійъ только беЗ- 
конёчно-малое вліяніе на величину S; и если Мы будемъ без­
престанно уменьшать численныя величины сихъ элементовъ, 
увеличивая число оныхъ, то величина S сдѣлается наконецъ 
почти постоянною, то есть, оная достигнетъ нѣкотораго 
предѣла, который будетъ зависѣть единственно отъ вида 
функціи /(х), и предѣльныхъ величинъ перемѣнной х, именно:
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x0, X. Сей-то предѣлъ и называется опредЪленнв!.мЪ, или 
ліеждупредЪлвнбсмЪ, или еще гастнбілгіэ интеграломъ.

Замѣтимъ теперь, что изображая чрезъ Дх—h — dx ко­
нечное приращеніе перемѣнной х, всѣ члены составляющіе 
величину S, каковы суть произведенія (х,—хо)/(хо), (х2—х^^х,), 
и проч.... будутъ заключаться въ общей формулѣ:

(8) Ä/(x)zz/(x)dx,

изъ коей они выведутся одинъ за другимъ, полагая сперва 
х — х0 и h~x1 — х0, потомъ х —хг, и Д —х2— ха и проч... 
Посему можно принять количество S за сумму произведеній 
подобныхъ выраженію (8); что означаютъ иногда характери­
стикою 2 такимъ образомъ:

(9) ^>Дх) = #(х) Дх

Что касается до опредѣленнаго интеграла, къ коему прибли­
жается количество S, между тѣмъ какъ элементы разности 
X — х0 дѣлаются безконечно-малыми: то оный условились изо­
бражать знакоположеніемъ fhf(x) или ff(x)-dxt гдѣ буква / 
поставленная вмѣсто буквы означаетъ уже не сумму произ­
веденій подобныхъ выраженію (8), непредѣлъ таковой суммы. 
Сверхъ того, поелику величина разсматриваемаго нами опре­
дѣленнаго интеграла, зависитъ отъ предѣльныхъ величинъ 
перемѣнной х, именно отъ х0 и X: то условились также ста­
вишь сіи двѣ величины, первую въ низу, а вторую въ верху 
буквы f, или писать ихъ съ боку интеграла, въ такомъ видѣ:

(•°) /Х/(») dx> ff®dx [?]> //(*) dx ESI
Первое изъ сихъ знакоположеній, въ первый разъ употреблен­
ное Г. Фурвег есть самое удобное. Въ частномъ случаѣ, когда 
вмѣсто функціи /(х), имѣемъ постоянное количество а; то 
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каковъ бы ни былъ образа« разложенія разности X — х0 на эле^- 
менпіы, найдется ,

S=a(X —X.), 
слѣдовательно

(и) а d х — а (X — - х„).

Полагая въ сей послѣдней формулѣ получимъ:

(12) f^dx^X — Хо.



УРОКЪ ДВАДЦАТЬ ВТОРОЙ.

Форму лві опредѣляющія тогнбія или приближеннее велиѵинес 
междупредѢлвнвикЪ интеграловъ.

Изъ сказаннаго нами въ послѣднемъ урокѣ слѣдуетъ', что 
если разность X — х0, будетъ разложена на безконечно-малые 
элементы х, —■ х0, ха —х„ . . . X — X3J_I; то сумма

(і) S = (х,—х0)/(х0) + (х2— х,)/(х,) +... + (У— х„_ і)/(х„_,) 

будетъ стремиться къ предѣлу, который изображается опре­
дѣленнымъ интеграломъ

(2) f^of^)dx.

Изъ правилъ, на коихъ мы основали сіе предложеніе, слѣдуетъ 
также , что тотъ же самой предѣлъ получили бы опредѣляя 
величину для S изъ уравненій (5) и (6) (2ІГ<* урока), вмѣсто 
того чтобы выводить оную по формулѣ (і), то есть, предпо-

(3) S—(х,—х0^/[х0-|40(хІ—х0)] +(xs—х.)]+ • •.
Ч-(Х-- ХП-і)/[ХП — І+ 071—10^-- ХЛ-1)] ’

гдѣ Qo, 0, . . . 0П_, означаютъ какія нибудь числа меньшія еди­
ницы, или,
(4) 5= (х, — х0) [/(х0) ± г0] 4- (х2 — Х0 [f (xt) ±

+ (Л — хп-0 ЕГС^тг—«71—,]> 

гдѣ г0, е, . . •£п_г означаютъ числа уничтожающіяся вмѣстѣ 
съ элементами разности X — ха. Первая изъ двухъ предъ-



*— 120

идущихъ формулъ обратится въ уравненіе (і), когда возмемъ 
— • . . ~ 0П_Г — О. Напротивъ того , полагая 0О — &

—:, . . " 0 _ — о, найдется:

(5) S=(xt— хи)Лх,)-+-(®а—••+( —xn__^f(X).*
Ежели въ сей послѣдней формулѣ, перемѣнимъ между собою 
два количества х0, X, равно какъ и всѣ члены, находящіеся на 
равныхъ разстояніяхъ отъ двухъ крайнихъ въ ряду х0, Х,...ХЛ_І, 
X; то получимъ новую величину для S равную той, которую 
даетъ уравненіе (і), но только съ противнымъ знакомъ. Пре­
дѣлъ, къ коему будетъ стремиться сія новая величина S, Дол­
женъ быть равенъ интегралу (2) , съ противнымъ знакомъ; 
слѣдовательно сей новый интегралъ выводится изъ (2) чрезъ 
измѣненіе порядка предѣловъ. Посему

(б) fx°f(-x')dx~~~~~~
Формулы (l) и (5) часто употребляются при изысканіи при­
ближенныхъ величинъ опредѣленныхъ интеграловъ. Для боль­
шей удобности въ выкладкахъ, обыкновенно предполагаютъ, 
что количества х0, х1...хп_1, заключающіяся въ сихъ фор­
мулахъ, составляютъ ариѳметическую прогрессію. Тогда каж­

дый элементъ разности X — х0 равенъ дроби - 'л °, и озна­
чивъ сію дробь чрезъ і, уравненія (і) и (5) обратятся въ два 
слѣдующія:

(7) 5—i[f (х0)-(-/(х04-2і)-ф...-\-f(X—21)-\-f(X—і)], 
(8) 8=і[Г(х.+і)+/(х0+2І) +... +_f(X-ai) +/(Х)].

Можно также положить, что количества Хо, X, . . . Xn_lt X 
составляютъ геометрическую прогрессію , коей знаменатель 
весьма мало разнствуетъ отъ единицы.
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1
- /-ЛГ I

Въ семъ предположеніи, сдѣлавъ (—) — і а , изъ фор­
мулъ (і) и (5) получимъ двѣ новыя величины для S; первая 
изъ нихъ будетъ

(9) S=: а^х0/(х0)-Н- х/1 + а) Дхо(і + а)] +... f (г~)].
Замѣтимъ, что во многихъ случаяхъ, изъ уравненій (7) и (э) 
можно вывести, не только приближенныя величины интегра­
ла (2), но даже и точную его величину, равную пр. S. На 
примѣръ, найдется ,

л ч рХ , (Х-ха)(Х+хо-і)__ х* —х* о-і(Х~хо) Х3-хй„(ІО) Jхо xdx ~ пР---------- г---------- — "Г---------- 1------- --  — — Т~ ’
, х fX , г(ЛХ-Лхо)___^4Х-^а ГХ ѵ „
(”) JXoAdx-nP- JXa^dx = ex— е=Ч
, х гХ а(Х«+І-а7о“Нч)_А“-+-І-хо«+І рХ dx ,ZX4(І2) Jxoxdx=nP' d+^+x-Г----------------- ’ЛО Ѵ=ИР-И^(^);

послѣднее уравненіе должно быть допускаемо только въ томъ 
случаѣ, когда количества х0, X имѣютъ одинакіе знаки. При­
бавимъ еще , что часто легко бываетъ найти зависимость 
между однимъ опредѣленнымъ интеграломъ и другимъ того же 
рода. Такъ, напримѣръ, изъ формулы (і) выводимъ:

(13) f* o a^x)dx=np.а[(х^~х0)Дх0) +... + (Х—хп_ J ф(хп_,)]

(U) }f(x+d)dxz=np.[(х -х0)/(х0+а)+...+(У-хя_ І)/(хй_,+«)]
~fxotaf^dx>

(!5) O(x-a)dxz=/foz:/(x)dx, 

послѣднее уравненіе должно быть допускаемо только въ томъ 
случаѣ, когда хо — а и X — а изображаютъ количества имѣю- 

Іб
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іція одинакіе знаки. Сверхъ того, полагая хо — о въ формулѣ 
(8), и подставляя потомъ f (X— х') вмѣсто/'(х), получимъ: 

(і б) f*f(X —х) dx—np.i [f(X^- X— 2І)+.. .4-/(2 і) Ч-/С0+/(° Л

= f*f( x)dx-,
Отсюда, соображаясь съ уравненіемъ (іД), выводимъ

(17) f^~X° f(X — x)dx f (x + x0) d x = f (x) d x.
Также, подставляя въ формулѣ (g) («j вмѣсто f (x) и ß вмѣ­
сто l (I -f- а), получимъ :

, QA fX dx __ _ /?Г— I 1 । , __ 1 ~]/eß—__ fl(X) dx
kI°)JXoxl(x)—nP‘PLl(xo)'i~l(xo)+ß~r-'---t-i(X)_ßJ{ ß J—Jl(Xo)x

- z ■— 4 Lz(x0)>
гдѣ количества Xo, X должны быть положительныя , и оба 
больше, или оба меньше единицы.

Здѣсь необходимо замѣтитъ, что видъ, въ которомъ пред­
ставляется величина для S, въ уравненіяхъ (Д) и (5) предъ­
идущаго урока, приличествуетъ равно и интегралу (2). И дѣй­
ствительно, сіи уравненія, оба имѣя мѣсто, тогда какъ или 
разность X—хо, или количества Xj—х0, х2 — х,,...Х—хп—і 
разложены на безконечно-малые элементы, будутъ справедли­
вы и при переходѣ къ предѣлу; посему будемъ имѣть

(19) f* of О) х — (X —- х0)/ [хо 4- 0 (X — х0)], и 

(2 °) -С Лх)dx—(х~— хо)]+(х— х,
+............ ^Х-хп_ ^[х^ 1+Ѵ

ГА’Ь G, $о> изображаютъ величины неизвѣстныя , но.
кои всѣ меньше единицы. Предположивъ, для большей про-
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сшошы, чшо количества xt —х0, х2— х:. . .X—хд_г равны 
_ ъ -—Х-Хо „ ■между собою, и сдѣлавъ ь — —~п—, найдется:

( 21) /хо/(х)^Х—~І[/(^о+ФоОЧ-*) Ч~-• • 4“ f (X — — !*)]•

(23) f (х -}- Дх) —/ (х) “ Дх/7 (х 4- $Дх)
Іб*

Когда функція /(х) будетъ постоянно или возрастать или 
уменьшаться отъ х — хс до X — X, то вторая часть формулы 
(2і), очевидно будетъ заключаться между двумя величинами 
S, данными уравненіями (7) и (8) ; и поелику разность сихъ 
величинъ есть -Н і [f (X)—fO^o)], то принявъ въ семъ пред­
положеніи, полу-сумму сихъ двухъ величинъ, то есть выра­
женіе

(2І2) і[4/(хо)4-У(хо4-і)4-/(хо4 2і)4--4/(Л— 2І)Ц-/(Х—

за приближенную величину интеграла (21), возможная погрѣш­
ность будетъ меньше полу-разности -н і [1 f (X) — іУ(х0)]»

ПрилЬрЪ. Возмемъ f (ас) — f , х0 ~ о, X ~ г, і — вы­

раженіе (22) обратится въ | [4 -f- К 4“ £ -|- 54 -|- 4] — 0,78 . • - 
aOz- f1 dxА посему 0,70 есть приближенная величина интеграла J ° ^.д»

Въ семъ случаѣ, возможная погрѣшность не можетъ превы­
шать 4 (і — 4) — rs- И дѣйствительно, оная будетъ менѣе одной 
сотой, какъ мы то въ послѣдствіи увидимъ. Когда же функція 
/(х), то возрастаетъ, то уменьшается между предѣлами х~хо, 
х zz X; то возможная погрѣшность, когда примемъ одну изъ 
величинъ S доставляемыхъ уравненіями (7) и (8) за прибли­
женную величину интеграла (2), очевидно будешь менѣе про­
изведенія количества n і 3Z X — х. на наибольшую численную 
величину какую можетъ получить разность 23
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когда х предполагается заключающимся между предѣлами х„, 
X, а Дх между предѣлами О и і. И такъ, изображая буквою 
к самую большую изъ численныхъ величинъ какую получаетъ 
У(х), тогда какъ х измѣняется отъ X ~ х, , до х ~ X , воз­
можная погрѣшность въ величинѣ интеграла (2) , будетъ за­
ключаться между предѣлами

-Н(Х-хс), -±кі(Х-хоу



УРОКЪ ДВАДЦАТЬ ТРЕТІЙ.

Разложеніе опредѣленнаго интеграла на нѣсколвко другихЪ. 
Мнимвье опредѣленнвье интегралві. Геометригеское значеніе 
вещественнвіхЪ опредѣленныхъ интеграловъ. Разложеніе функ­
ціи находящейся. подЪ знакомъ f на два множителя, изЪ коихЪ 

второй удерживаетъ постоянно одинЪ и тотЪ же знакѣ.

Для разложенія опредѣленнаго интеграла

(О f* of(x)dx
на нѣсколько другихъ такого же рода , надлежитъ разложить, 
или функцію стоящую подъ знакомъ f, или разность X — хо, 
на нѣсколько частей» ' Положимъ сперва что f (х) “ р (х) 
% (ж) "+ (х) + • • •; получимъ:

(х —хо)/(х0) н------+ (X—хп_І)/(хп_,)“ Ог-О £ Оо) -
+ (* —ха-І)КЗСп-І)

+(хх—х0)^(хс)+»..+ (Ä-—х„_1)^(хи_І)4- (хх—хо) +..»
4-(Х—ХП_І)1/;(ХП_І)+ и проч.

потомъ, переходя къ предѣламъ,

f^(.x)dx—f^T(x)dx^fx^X^dx+fxyCx)dx+ а ИР04-

Посему, означая чрезъ щ ѵ, W • . . различныя функціи пере­
мѣнной х, и чрезъ а, Ъ, с .. . постоянныя количества, осно­
вываясь на уравненіи (іЗ) (22го урока), получимъ:

С2) J'хо (w 4“ Н -|- W -f- »..) dx ~fx° udx -\-f Xo vdx -\-fXo wdx -4- .
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(5) fXo(u^dx^]^udx+fXovdx, f^Qu-v)dx=f^udx^f^vdx, 
(4) fx (au-irbv-\-cw...)dxz=:af^Qudx-[-bf^ovdx~]~-cf^awdx-^-... 
Разпространимъ опредѣленіе данное интегралу (і) и на тотъ 
случай, когда функція /(.х) будетъ мнимая; посему уравненіе 
(4) будетъ имѣть мѣсто и для мнимыхъ величинъ постоян­
ныхъ количествъ а, Ь, с . • . ; слѣдовательно

(5) Гх (и-\-ѵѴ—і) dx~fx udx-y- V — і Гх vdx.
J Хо J Xfjf. J xo

Разложимъ теперь разность X—гго на конечное число эле­
ментовъ xL — а?0, х2 — х( • . . X— эсп_t , и каждый изъ сихъ
элементовъ подраздѣлимъ на другіе, коихъ численныя величи­
ны безконечно-малы; въ слѣдствіе сего измѣнится и самая 
величина для S данная уравненіемъ (і) (22го урока). Произве­
деніе (<х(—’Xc)f(xc^ должно будетъ замѣнить суммою подоб­

ныхъ произведеній, имѣющею предѣломъ интегралъ f^f (.х) dx: 
Равнымъ образомъ и произведенія —xi')f(^xI')...(X~xn_I') 
f (хп г') слѣдуетъ замѣнить суммами, коихъ соотвѣтственными 

предѣлами будутъ опредѣленные интегралы f^/(х) dx, и проч... 

/* Хя ^f^x^dx» Далѣе, сложивъ всѣ сіи различныя суммы, по­
лучимъ полную сумму , предѣломъ коей будетъ самый инте­
гралъ (і)- Но поелику предѣлъ суммы нѣсколькихъ величинъ, 
равенъ суммѣ ихъ предѣловъ: то будемъ имѣть

СѲ JXofC^) dx ~f Xof(x) dx -+-f Xjf(x) dx H-... 4~/хп_г/G* 7) dx.
Впрочемъ не должно забывать чт© цѣлое число п изобра­

жаетъ величину конечную. Когда между предѣлами х0, X 
включимъ одну только величину перемѣнной х, именно то 
уравненіе (б) обратится въ
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(7) d  ~flof(x) d+fff  O) dx:* *
Легко доказать что уравненія (б) и (7) имѣютъ мѣсто даже 
и въ томъ случаѣ, когда нѣкоторыя изъ количествъ , 
х . . £ не заключаются меягду предѣлами гго, X, или
еще, когда разности <гг—-л?0, а?2—хг.,.Х—£—^0> %—» 
не всѣ имѣютъ одинакіе знаки. Положимъ, напримѣръ, что 
разности £ — л'с, X—§ съ противными знаками. Въ такомъ 
случаѣ, смотря по тому, будетъ ли а?0 взятъ между предѣлами 
§ и X, или X между zro и найдется:

ff АО dx —fff О) dx d x, или

Д/С^) dx^ffjtx) dx.
Изъ формулы (б) (22го урока) видимъ почему сіи два уравне­
нія согласуются съ уравненіемъ (7). И какъ послѣднее доказано 
во всѣхъ предположеніяхъ: то посему изъ онаго можно будетъ 
прямо вывести уравненіе (б), каковы бы ни были х^ х ...хп_1.

Въ предъидущемъ урокѣ видѣли , какъ легко опредѣляются, 
не только приближенныя величины интеграла (і) , но даже 
и предѣлы возможныхъ погрѣшностей, когда функція f (х) по­
стоянно возрастаетъ или уменьшается отъ х ~ хс, до х “ X. 
Когда сіе условіе не выполнено, то очевидно что помощію 
формулы (б), можно будетъ разложить интегралъ (і) на нѣ­
сколько другихъ, въ разсужденіи которыхъ сему условію будетъ 
удовлетворено.

Положимъ теперь что предѣлъ X больше предѣла гг0, и 
что функція f (х) есть положительныя отъ до xxzX;
пусть будутъ х и у прямоугольныя координаты, а А площадь 
заключающаяся съ одной стороны между осью х и кривою 
линіею у_/(гг), а съ другой стороны между ординатами 
f (хс), nf(X). Сія площадь, имѣющая основаніемъ линію X—ха 
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взятую на оси абсциссъ , будетъ средняя между площадями 
двухъ прямоугольниковъ построенныхъ на основаніи X— х0, 
и имѣющими высоты равныя , первый: меньшей, а второй: 
большей изъ двухъ ординатъ соотвѣтствующихъ крайнимъ 
точкамъ сего основанія. И такъ сія площадь равна прямо­
угольнику, коего высота есть средняя ордината выраженная 
чрезъ f [х0 4- 0 (X — хо)] ; слѣдовательно.

(8) А — (X — хо)У[хо4~0 (X — х0)] ,
гдѣ 0 означаетъ число меньшее единицы. Если основаніе X—х0 
будетъ разложено на безконечно - малые элементы х,— х0, 
х„ —х, . . . X — Хп_х, то и площадь А также разложится на 
соотвѣтствующіе имъ элементы, коихъ величины будутъ вы­
ражены уравненіями подобными формулѣ (8). Посему, имѣемъ 
также
(9) ^=(:®І—эсо)Лхо+0о(эсІ—аСо)] + (^—хІ)/[^і+0ІС^—хІ)]4-..- 

Ч-С—СѴ —Яи-ОЬ*

гдѣ 0О, 0£. . • 0Л_ J изображаютъ, какъ выше, числа меньшія еди­
ницы. Полагая что въ семъ послѣднемъ уравненіи, численныя 
величины элементовъ разности X—х0 безконечно-малы, и пе­
реходя къ предѣламъ, получимъ:

(ю) ^=/*/(x)dx.

Примѣры. Приложить формулу (іо) къ кривымъ даннымъ по 
уравненіямъ: у — а X2, ху — I, у —: ех, . . .

Оканчивая сей урокъ , покажемъ замѣчательное свойство 
вещественныхъ опредѣленныхъ интеграловъ. Предположимъ что 
f(x) = ф СО • z СО» гдѣ р (х) и у (х) изображаютъ двѣ новыя 
функціи перемѣнной х, непрерывныя между предѣлами х~Хс, 

и изъ коихъ, сверхъ того, вторая удерживаетъ по­
стоянно одинъ и тотъ же знакъ между сими предѣлами; вели-
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чина S данная уравненіемъ (і) (22го урока) обратится въ слѣ­
дующую :

(11) S — (хх — х0) (хо) / (Хс) -Н (х2 — xj <р (xr) z (х,) ч- . ..
(»«_>) 

и будетъ равна' су}имѣ

(х> - z (X) + О2 — xj х (Х0 + ... (X — хп_І) z (xn_x) 

умноженной на среднюю величину между коеффиціентами 
£ (Х), (X) • • • (хп-і) » или> чт0 все равно, на функцію
вида <р (g) , гдѣ g означаетъ величину перемѣнной х, заклю­
чающуюся между двумя предѣлами х0 и X. И такъ будетъ 

(12) 5=[(х-х0)Z (хо)^х-х^х^...+(Х-хп_ JZ(хп_ J], 
откуда, переходя къ предѣлу величины S,

(і3) fxof(.x)dx=C^-z(х)dx — (£)/* ozО)dx>

гдѣ § имѣетъ прежнее же значеніе.

ПрилсЪрбс. Принимая постепенно

получимъ формулы:

(4) d» = (X-xc)/(ö,

(■5) =

(•в) (~)>

изъ коихъ первая равнозначуща съ уравненіемъ (19) 22го уро-
X

ка. Прибавимъ что отношеніе — во второй формулѣ и отно- 
. х—а „

шеніе Ко_а въ третьей, предполагаются положительными.

17



УРОКЪ ДВАДЦАТЬ ЧЕТВЕРТЫЙ.

О частныхЪ интегралахъ, велисинві, коихЪ сутв или безконеч­
ныя или неопредЪленнвіл. Главнвія величины неопредЪленнвіхЪ 

интеграловъ.

Въ предъидущихъ урокахъ мы доказали нѣсколько замѣча­
тельныхъ свойствъ опредѣленнаго интеграла

(О f* of(x)dx>
но предполагая во ІІЪ: что предѣлы хо, X были конечныя коли­
чества, во 2“: что функція f (х) оставалась конечною и не­
прерывною между сими самыми предѣлами. Когда сіи два 
условія выполнены; то Означивъ чрезъ хі} Х2 . . . хп_х новыя 
величины перемѣнной х, вставленныя между предѣльными 
величинами х0, X, получимъ

(2) fxo f(x)dx==f2 f(x)d х + dx + • - Лх) d x- 
Положимъ теперь что имѣемъ только двѣ промежуточныя 
величины £0 и изъ коихъ первая, весьма мало разнствуетъ 
отъ х0, а вторая, отъ X; уравненіе (с) обратится въ слѣдую­
щее:

f Сх) d х — Лі / (х) d х + /Іо f О)d х 4 Л f О) d х, 
которое можно написать такимъ образомъ:
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гдѣ 0О и $ суть два числа меньшія единицы. Если, въ сей по­
слѣдней формулѣ, £о будетъ стремиться въ предѣлу хо, а £ къ 
предѣлу X, то, переходя къ предѣламъ, получимъ:
(5) /*/(>)  dx —пр. Д J(x) dx.

Когда предѣльныя величины х0, X полагаются безконечными, 
или когда функція f (х) не будетъ, какъ выше, конечною и не­
прерывною отъ X —х. до Х — Х: то въ такомъ случаѣ нельзя 
судить , имѣетъ ли количество означенное въ предъидуіцихъ 
урокахъ чрезъ S, опредѣленный предѣлъ , и слѣдовательно не 
знаемъ также какой смыслъ заключаетъ въ себѣ знакополо­
женіе (і), вообще означающее предѣлъ величины S. Для избѣ­
жанія недоразумѣнія, мы разпространимъ, по аналогіи, формулы 
(2) и (3) и на тѣ случаи, когда оныя не могутъ быть строго 
доказаны; посему знакоположеніе (і) во всѣхъ случаяхъ будетъ 
имѣть ясное и опредѣленное Значеніе. Нижеслѣдующіе при­
мѣры объяснятъ сіе на самомъ дѣлѣ.

Разсмотримъ, во первыхъ, интегралъ

(4) /iZeXdx.

Означивъ чрезъ £0 и £ два перемѣнныя количества, изъ коихъ 
первое стремится къ предѣлу —00, авторов къ предѣлу фоо: 
то изъ формулы (3) получится

exd х — np. exdxz± np. — e^°) — e“ — c~ “ “ со.

И такъ , интегралъ (4) равенъ безконечной положительной 
величинѣ.

Во вторыхъ, разсмотримъ интегралъ

(5) /:

взятый между двумя предѣлами , изъ коихъ одинъ есть без­
конечный, между тѣмъ какъ другой обращаетъ функцію подъ

17*
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знакомъ f, именно —, въ безконечную величину. Означимъ 

чрезъ |0 и £ два постоянныя количества , изъ коихъ первое 
стремится къ предѣлу нуль, а второе къ предѣлу оо; изъ 
формулы (3) выведемъ

. - = пр./еі> —_np.Z(E)_Z(7)=oo.
И такъ, интегралъ (5) имѣетъ также безконечную положи­
тельную величину.

Замѣтимъ, что если перемѣнная х и функція f (х) остают­
ся обѣ конечными для одного изъ предѣловъ интеграла (і): 
то формулу (3) можно будетъ замѣнить одною изъ двухъ 
слѣдующихъ:

(б) f  f(tydx = пр. fXo J(x) dx, f o /(x) d x =z np. f of(x') d X.* * *
Въ слѣдствіе сихъ послѣднихъ формулъ, найдемъ напримѣръ:

f exdx~e° — e~“ —: і, f exdx~eM—e°— ос;
Г?') < °) f° dx t /■ x f1 d x 7 /1\ .U-1T = —оо, Лт = г(о)— °0'

Разсмотримъ теперь интегралъ

(8) fZ
въ коемъ функція подъ знакомъ J, именно —, обращается въ 

безконечность для частной величины х zz: о , заключающейся 
между предѣлами xzzz—і, xzl:-|-t. По формулѣ (г) полу­
чимъ :
z ч /'■+1 dx г ° dx , г1 dx ,
(9) V+/O-S = — “ + “

И такъ, величина интеграла (8) кажется неопредѣленною, 
а чтобъ увѣришься, что оная дѣйствительно такова , надле­
житъ только замѣтить, что если означимъ чрезъ s безкоиеч-
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но-малое число , а чрезъ щ ѵ два количества постоянныя и 
положительныя , но произвольныя; то въ силу формулъ (б), 
будемъ имѣть 
, ч /•” da? f— ей. d х Г1 da f1 d a?
(IO) J —- — Пр.] —■=Lnp.J —,
Слѣдовательно, формула (9) обратится въ

С ѵ +ft\ ^="p- =‘ а

и доставитъ для интеграла (8}, величину совершенно неопре­
дѣленную, поелику сія величина равняется Неперову логариѳму 

. м- постояннаго произвольнаго количества —•

Положимъ теперь что функція / (х) дѣлается безконечною 
между предѣлами х — х0, х X, отъ частныхъ величинъ пе­
ремѣнной X, именно, отъ х — хл х — Х2 . , . . х — хт. Озна­
чимъ чрезъ £ безконечно-малое количество, а чрезъ vl} 
ѵ2. . . . ££т) ѵт постоянныя положительныя количества, но про­
извольныя; то изъ формулъ (2) и (3) выведемъ

С12) fx.f'xydx dx +Г*.К х) +/X./W dx
r »?■ dx+f2ZZf(xydx + ---+fZn+l,J(.^ dx^ .
Замѣняя же предѣлы x, X, предѣлами —oo и -|-qo, получимъ 

(із) =

ПР‘ у / 1 f(.x)dx~\~/ /(x)dx-|-гѵ /(x)Jxf,
нр. ~ хт~і~еѵт. >

гдѣ р,, ѵ означаютъ опять количества постоянныя и положи­
тельныя, но произвольныя. Прибавимъ, что во второй, части 

формулы (іЗ), должно будетъ поставить X вмѣсто —, или х0 

вмѣсто ——, если одинъ только изъ предѣловъ хо, Ху будетъ 

безконечный. Во всѣхъ случаяхъ, величины интеграловъ
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04) Zi/(x)dx’ f-t/00

доставляемыя уравненіями (l2) и (іЗ), могутъ быть, по свой­
ству функціи У (ас), или безконечныя, или конечныя и совер­
шенно опредѣленныя количества , или еще величины неопре­
дѣленныя , кои будутъ зависѣть отъ частныхъ значеній по­
стоянныхъ произвольныхъ количествъ [іу ??, г,, . .. ^/т, тт.

Положивъ въ формулахъ (і2) и (іЗ) что постоянныя про­
извольныя величины zz, г, г,. . - //т, гп всѣ равны единицѣ, 
получимъ:

(15) f*f(x)dx=np.  ІГхГУ(х)Лх+/^

(16) /1 “Л _ 1/(х)с1х+/^+Хх)^х+- • •+ 1 Rx)dxi‘
Е d xm+t )

Когда интегралы (і4) дѣлаются неопредѣленными, то уравне­
нія (і5) и (іб) доставляютъ для каждаго изъ нихъ одну толь­
ко частную величину, которую и назовемъ главною величиною. 
Если возмемъ, напримѣръ, интегралъ (8), коего обгцая величи­
на неопредѣленная; то увидимъ, что главная величина сего 
интеграла обращается въ нуль.



УРОКЪ ДВАДЦАТЬ ПЯТЫЙ.

О бліл^копредЬлембіхЪ ъастнвіхЪ интегралахъ.

Положимъ что интегралъ относительный къ х, и въ ко­
емъ функція подъ знакомъ f означена чрезъ /(ас), взятъ между 
двумя предѣлами безконечно близкими къ нѣкоторой частной 
величинѣ х, означенной чрезъ а. Если сія величина а есть 
количество конечное, и если, сверхъ того, функція /(х) бу­
детъ конечная и непрерывная въ сопредѣльности частнаго 
значенія X —а: то, въ слѣдствіе формулы (19) (22го урока), 
найдется, что разсматриваемый интегралъ равенъ нулю. Но 
сей самый интегралъ можетъ получить величину конечную, 
разнствующую отъ нуля , или даже величину безконечную, 
если будетъ а~± оо, или / (а) ~ ± оо. Интегралъ относя­
щійся къ сему послѣднему предположенію, мы назовемъ близко- 
предЪлвнбіллЪ еастнвіліЪ интеераломЪ. Величина онаго вообще 
легко опредѣлится помощію формулъ (і5) и (іб) (23го урока), 
какъ мы то ниже покажемъ

Пусть будутъ £ безконечно-малое число, а ѵ два посто­
янныя положительныя количества, но впрочемъ произвольныя. 
Если , а будетъ количество конечное, удовлетворяющее уравне­
нію /(х)”±оо, и если означимъ чрезъ f предѣлъ къ коему 
приближается произведеніе (х — d)f (х) , между тѣмъ какъ 
первый его множитель приближается къ нулю: то величины 

близкопредѣльныхъ интеграловъ /д_£,Л/(х) dx, f а~^ f (х) <^Х, 
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въ слѣдствіе формулы (іб) (23го урока) , будутъ весьма мало 
разнствовать отъ

Напротивъ того , полагая а — ± оо , и изобразивъ буквою f 
предѣлъ къ коему приближается произведеніе х/(х), между 
тѣмъ какъ перемѣнная х приближается къ предѣлу ч- оо, по­
лучимъ для интеграловъ (по уравненію (і5), 23го урока) слѣ­
дующія величины, весьма мало разнствующія отъ настоящихъ, 

1 1
(3) /*~  £/(x)dx = f.Z(^), (4) ['"f(x)dxz^t.l(±'),

J 1 J 1
eil t

Необходимо замѣтить, что предѣлъ произведенія (х— а)/(х) 
или х/(х) , зависитъ иногда ртъ знака предъ первымъ его 

__ 1 
множителемъ. Такъ напримѣръ, произведеніе х(ха-|-х+) J 
приближается къ предѣлу -4-1, или —I, смотря по тому, бу­
детъ ли первый множитель, именно х, приближаясь къ нулю, 
переходить изъ положительнаго состоянія въ отрицательное, 
или обратно. Изъ сего замѣчанія слѣдуетъ, что количество 
f можетъ иногда имѣть двѣ различныя величины въ уравне­
ніяхъ (і) и (2), также въ уравненіяхъ (3) и (4)»

" Разсматриваніе близкопредѣльныхъ частныхъ интеграловъ 
приводитъ къ опредѣленію общей величины неопредѣленнаго 
интеграла, когда главная его величина извѣстна. И дѣйстви­
тельно, возмемъ интегралъ

(5) fxof(x)dx>

и, сохранивъ знакоположенія предъидущаго урока, положимъ 
(б) Е=/:гѵѴ(х)іх+/:;-Т,’/(х)ах+...+^„+я„Лх)ах, 

(7)
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Сверхъ того, пусть будетъ А ~ пр. Е общая величина, а 
В ~ пр. F главная величина интеграла (5). Разность А — В 
— пр. (Е — F) будетъ равна суммѣ близкопредѣльныхъ инте­
граловъ

то есть, предѣлу къ коему приближается сумма интеграловъ 
(8), между тѣмъ какъ s постепенно уменьшаясь стремится къ 
нулю. Далѣе, изобразивъ чрезъ f,, f2.. . fm предѣлы, къ коимъ при­
ближаются произведенія

(*• —О/(х), С» —О/О) • • • О — О/О),
между тѣмъ какъ первые ихъ множители стремятся къ нулю, 
найдемъ, что ежели сіи предѣлы не зависятъ отъ знаковъ сихъ 
первыхъ множителей: то сумма интеграловъ (8) весьма мало 
будетъ разнствовать отъ величины

Когда щ ~ х0 или хт — X , то въ разности А — В одинъ 
близкопредѣльный интегралъ уничтожится, именно, или пер­
вый или послѣдній изъ интеграловъ (8). Если возмемъ хо~—оо, 
Xrz:-]-oo, то уравненія (б) и (7) обратятся въ слѣдующія:

/
ХІ —Фі Гх2—Фа Г 1

і J‘(x)dx-4- / /(x)dx-|-.*-+  / f(x)dxr
t /Л
— £ PXa-- E p 1

(11) F~l t f(x)dx-[- f(x}dx-\-...-\- / 7 f(x)dx.
— — J x, -f- e J «m-Ftc _

Въ томъ же самомъ предположеніи, къ интеграламъ (8) долж­
но присовокупить еще другіе, именно: 

1 1
(і2) /  £ f(x)dxy / £/х/О) dxt* *

. J t J і

18



— i38 —

коихъ сумма будетъ весьма мало разнствовать отъ величины 
выраженія

(ІЗ)

если произведеніе xf (х) стремится къ предѣлу f, между тѣмъ 
какъ перёмѣнная х приближается къ одному изъ двухъ предѣ­
ловъ — оо , —|— оо. Когда же одинъ только изъ предѣловъ Хо, X 
равенъ безконечности: то въ разности А — В должно сохра­
нить одинъ только изъ интеграловъ (12).

Когда для безконечно-малыхъ величинъ г, и для конечныхъ 
или безконечно-малыхъ значеній произвольныхъ коеффиціен- 
шо.въ р, ѵ, ѵ,. • . ѵт, всѣ близкопредѣльные интегралы 
(8) и (і 2), или по крайнѣй мѣрѣ нѣкоторые изъ иихъ, обра­
щаются въ безконечныя величины, или въ конечныя, но разн­

ствующія отъ нуля: то очевидно что интегралы /(х) dx, 
f~^of(x)dx получаютъ величины безконечныя или неопредѣ­

ленныя; а сіе случится, когда количества f2 . . . fm не будутъ 

всѣ въ одно время равны нулю. Но обратное сему предложе­
ніе не справедливо; дѣйствительно, можетъ случится что всѣ 
величины f . . . fTO обратятся въ нули , между тѣмъ какъ 
интегралы (8) и (і2), или по крайней мѣрѣ нѣкоторые изъ 
нихъ, будутъ имѣть величины конечныя, разнствующія отъ 
нуля, для безконечно-малыхъ значеній коеффиціентовъ г?, 

ѵ,. . . ѵт. Напримѣръ, возмемъ f (х) — ’ пРоизвеДеніе
х/(х) уничтожится отъ предположенія х ZZZ О, не смотря на 
то, близкопредѣльный интегралъ

р4 dx  1 ГТ і. IW"!
Je xl(x) £ L1 і Z(E)J

не обратится въ нуль для безконечно-малыхъ величинъ коли­
чества ѵ.
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Когда близкопредѣльные интегралы, входящіе въ разность 
А —В всѣ уничтожаются для безконечно-малыхъ величинъ 
количества«, какія'бы впрочемъ ни были конечныя или безко­
нечно-малыя величины коеффиціентовъ f/, ѵ, [Щ, г\ .. . рт, ут- 
то можно заключить, что общая величина интеграла (5) об­
ращается въ конечное и опредѣленное количество. И дѣй­
ствительно, означимъ въ семъ предположеніи чрезъ d безко­
нечно-малое число, а чрезъ « такое количество, что для ве­
личинъ коеффиціентовъ zz, г, 2?,». . . f/m, ѵт меньшихъ еди­
ницы, каждый изъ интеграловъ (8) и (і2) имѣетъ численную 

величину менѣе d» Приближенная величина для В, изо­
браженная чрезъ F, будетъ количество конечное, не содержа­
щее уже никакой величины произвольной; и уменьшая пошомъ 
коеффиціенты ft, ѵ, /щ, ѵг> . . fim, ѵт до безконечности, очевидно 
что Е будетъ болѣе и болѣе приближаться къ равенству съ А, 
заключаясь между предѣлами F—д и F-f-d. И такъ А будетъ за­
ключаться между сими же самыми предѣлами; слѣдовательно, 
можно найти такое конечное количество F, что разность A—F 
будетъ менѣе даннаго числа д. Изъ сего должно заключить, 
что общая величина А интеграла (5), въ настоящемъ пред­
положеніи , будетъ равняться конечному и опредѣленному ко­
личеству.

Въ силу сихъ правилъ, получимъ слѣдующее предложеніе.

Теорема. Дабвь общая величина интеграла (і) была конеч­
ная и опредѣленная, то для сего необходимо и при толлЪ до­
статочно, чтобъ величины близкопредЪлвнвіхЪ интеграловъ (8) 
и (12) входящихъ вЪ разноств А — В, обратилисв вЪ нуле, 
для безконечно-малвіхЪ величинъ количества «, какія бві впро­
чемЪ нибвіли конечнвся или безконечно-ліалвся величинві коеф- 
фиціентовЪ ft, г, .. ит> ѵт.

‘ 18*
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f (л)ПримЪрЪ. Пусть будетъ раціональная дробь. Дабы ин- 
Г4-С0 f(x) J

тегралъ р_ т имѣлъ конечную и опредѣленную величи­
ну; то для сего необходимо и достаточно во іхъ: чтобъ уравненіе 
F(x) “О не имѣло вещественныхъ корней; во 2ХЪ: чтобъ сте­
пень знаменателя F (х), превосходила бы степень числителя 
f (х), по крайней мѣрѣ двумя единицами.



УРОКЪ ДВАДЦАТЬ ШЕСТОЙ.

О неопредѣленныхъ инпгеералахЪ.

Если, въ опредѣленномъ интегралѣ f f (х) dxt будемъ из­
мѣнять одинъ изъ двухъ предѣловъ , напримѣръ, количество 
X: то и самая величина сего интеграла будетъ также измѣ­
няться вмѣстѣ съ симъ предѣломъ; поставляя же х вмѣсто 
предѣла X, полагаемаго перемѣннымъ, получится новая функ­
ція измѣняемой х, которая называется интеграломъ взятымъ 
отъ насала х — хо. Пусть будетъ

(і) Ф(х)~/*/(х)Лх

сія новая функція. Изъ формулы (ід) (22го урока) получимъ 

(2) Ф (х) — (х — хс)/[хо + 0(х- хо)], 0(хо)~о, 
гдѣ 0 есть число меньшее единицы; въ силу же формулы (7) 
(25го урока), имѣемъ

/х^/О) dx —fxof(X>> dx dx = af(x “M«), или
(3) Ф (x 4- a) — Ф (x) zzz а J(x 4- 0а).

Изъ уравненій (2) и (3) слѣдуетъ, что если функція f (х) 
будетъ конечная и непрерывная въ сопредѣльности какой либо 
частной величины перемѣнной X; то новая функція Ф(х) бу­
детъ не только конечною, но и непрерывною въ сопредѣльно­
сти сей же самой величины,, ибо безконечно-малому приращенію 
перемѣнной х , будетъ соотвѣтствовать безконечно же малое 
приращеніе функціи Ф (х). И такъ, если функція f (х) есть 
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конечная и непрерывная отъ х ~ Хо до Х~Х: то и функція 
ф(х) будетъ таковою же между сими самыми предѣлами. При­
бавимъ, что раздѣливъ обѣ части формулы (3) на а, и пере­
ходя потомъ къ предѣламъ, получимъ:

(4) ф'(х)=/(х).
Слѣдовательно производная интеграла (і), принимая оный 
за функцію перемѣнной х, равна функціи f (х) находящейся 
подъ интегральнымъ знакомъ f. Подобнымъ образомъ докажет­

ся что производная интеграла f^f (х) d х — — f (х) d х, 
принимаемаго за функцію перемѣнной х, равна функціи —-/(х); 
посему ,
(5) —/ o/(x)dx=/(x), и ^/f/(x)dxz=—/(х).*

Основываясь на предъидущихъ формулахъ, а также и на ура­
вненіи (б) (7го урока), легко будетъ рѣшить слѣдующія задачи.

I я Задача. Найти такую функцію ^{х),.длл которой бес 
производная zs' (х) обращалась вЪ нуле. Или, инаее, рѣшите 
уравненіе 
(б) & (х) =. о.

Рѣшеніе. Ежели допустимъ что функція Ej (х) остается 
конечною и непрерывною отъ XZ2Z.— оо до х _ —оо : то 
означивъ чрезъ х0 какую ни есть частную величину перемѣн­
ной х, изъ формулы (б) (7го урока) выведемъ:

ет(х)—ет(хс) — (х— хс)£/ [хо-|-0(х—xe)]^zo, и слѣдовательно 
(7) Ст(х) = ет(хс), .

или, изобразивъ чрезъ с постоянное количество ЕУ (хг), 

(8) . г? (х) — с.
И такъ, функція Z3 (х) обращается въ постоянное количество 
с, и будетъ равна сей величинѣ с , отъ х — — со до х — оо, 
Прибавимъ, что сія постоянная величина совершенно произ­
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вольная, поелику формула (8) удовлетворяетъ уравненію (б), 
каково бы ни было количество с.

Если допустимъ, что функція ЕУ (х) дѣлается прерывною 
для нѣкоторыхъ частныхъ значеній перемѣнной х, и означимъ 
сіи частныя значенія измѣняемой х чрезъ хх, хз. • . хт, пред­
полагая, что оныя поставлены по порядку, ихъ величинъ: шо 
уравненіе (7) будетъ имѣть мѣсто только отъ х~‘—оо до 
х — xlt или отъ x — xt до х — хз и проч. . . или наконецъ, отъ 
х~хт до ас—-f-оо, смотря по тому, будетъ ли частная вели­
чина перемѣнной ас, означенная чрезъ х0, заключаться между 
предѣлами —оо и xIf или между предѣлами х, и х2 и проч.... 
или наконецъ между предѣлами хт и 4*  о°« Слѣдовательно, не 
будетъ никакой необходимости чтобъ функція ЕУ (ас) сохраняла 
одну и ту же величину отъ ас = — со до х - оо, но доста­
точно того, чтобы только оная оставалась постоянною между 
двумя послѣдовательными членами ряда

— со, х3... хтУ -4-00.

Сіе можно видѣть, полагая напримѣръ 

z л \ Со+Ст 1 сі"~со х—xt ісл—сі х~ха , ,ст~стп—г х~жт  (9) ад-—+•”+■—Г—

гдѣ с0, с,, с2 . .. ст означаютъ количества постоянныя, но про­
извольныя. И дѣйствительно, въ семъ случаѣ, функція ЕУ(х), 
между предѣлами х — — оо, х — хІ? будетъ равна постоянной 
величинѣ с0; между предѣлами X—хг и Х—Х2, оная будетъ ра­
вна количеству су, и проч.. . . наконецъ функція ЕУ (х) равна 
постоянной величинѣ ст между предѣлами х — хот, X — со.

Если пожелаемъ чтобъ ЕУ (х) обратилась въ с0 для отрица­
тельныхъ величинъ перемѣнной х, и въ с/ для положитель­
ныхъ: то для сего стоитъ только взять
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z x z \ __  co -H Ct I Cr — Co X(ІО) О (x) - -T- +

2'я Задача. Найти общую величину функціи у, удовлетво­
ряющую уравненію
(и) dy~f(x)dx.

Рѣшеніе. Означимъ чрезъ F (х) частную величину неизвѣ­
стной функціи у, а чрезъ F(х) -(-КУ (х) общую ея величину; 
изъ формулы (и), коей обѣ сіи величины должны удовлетво­
рять, выведемъ F7 (х) —/ (х), F' (х) -ф- %/ (х) —/(х), и слѣдо­
вательно S3 (х) _ о. Но въ силу перваго изъ уравненій (5) 
слѣдуетъ, что формулѣ (и) можно удовлетворить взявъ 

у —f*°f(x)dx.  И такъ общая величина неизвѣстной функціи 
у будетъ:

(і2) уг=/^/(х)сіх4-ет(х),

гдѣ EJ (х) означаетъ функцію удовлетворяющую уравненію 
(б). Сія общая величина неизвѣстной у, которая заключаетъ 
въ себѣ, какъ частный случай, интегралъ (і) , и сохраняетъ 
тотъ же видъ, какое бы ни было начало хо сего интеграла, 
изображена просто въ изчисленіяхъ чрезъ ff (х) dx , и назы­
вается неопредЪленнвімЪ интеграломъ. Посему, формула (и) 
приводится къ слѣдующей :

(і5) y—ffQ^dx,
и обратно, будемъ также имѣть:

(і4) dff(xjdx—f(x)dx.
Если функція F(x) разнится отъ интеграла (і), то общая 

величина неизвѣстной у, или ffQx)dx} можетъ быть всегда 
представлена въ видѣ:
(і5) /J(x) dx~ F(x) + SJ(x) ,
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и должна будетъ обратишься въ интегралъ (і), для частной 
величины функціи ЕУ (а?) удовлетворяющей въ одно время, какъ 
уравненію, (б), такъ и слѣдующему:

(іб) Ф (х) f О) dxzzF (х) ЕУ (х).
Сверхъ того, если функціи /(х) и Ф(х) обѣ непрерывны между 
предѣлами х — х0, х “ X: то функція F(x) будетъ сама так­
же непрерывна, и слѣдовательно ЕУ (х) — Ф (х) — F (х) посто­
янно сохранитъ одну и туже величину между сими предѣлами, 
между коими имѣемъ: ЕУ (х) — ЕУ (хо) ,

ф (х)—F(х)—Ф (х0)—F(х0)=— F(хо), Ф (х)—F(х)—F(х0),

Ü7) =

Наконецъ, полагая въ уравненіи (17) Х — Х, найдется

(»8) /^(x)fe = F(X)-FM '

Изъ уравненій (і5), (і7) и (і8) слѣдуетъ, что если дана бу­
детъ частная величина F(х) неизвѣстной у, удовлетворяющая 
формулѣ (и); то изъ оной можно вывести, во Іхъ: величину 
неопредѣленнаго интеграла ffQx^dx, во 2ХЪ: величины двухъ 

опредѣленныхъ интеграловъ f(x)dx ти f (x) dx, въ томъ 

случаѣ, когда функціи f (х) и F (х) остаются непрерывными 
между предѣлами сихъ двухъ интеграловъ.

ПримЪрЪ. Поелику удовлетворяемъ уравненію dy — pzp-ps 

взявъ у —: arc tang х , и какъ обѣ функціи рррр и arc tang х, 
остаются конечными и непрерывными между предѣлами 
X — — оо, х оо; то изъ формулъ (і5)> (і?) и (і8) выводимъ 
г dx , z х № dx р dx _= аге tang хН-еу (х), J ° — arc tang х, JoT^-3 —
l — о,785 ...

19
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Примѣчаніе. Когда въ уравненіи (17) намѣрены разпросшра- 
нить величину перемѣнной х далѣе предѣла для котораго функ­
ція f (х) имѣетъ разрывъ непрерывности: то обыкновенно 
должно прибавлять ко второй части сей формулы одинъ или 
нѣсколько близкопредѣльныхъ интеграловъ.

сі XПримѣрѣ. Поелику удовлетворяемъ уравненію d ѵ —■ — 

принимая у ~ 11 (х2'); то означивъ чрезъ е безконечно-малое 
число, а чрезъ ѵ два положительные коеффиціента, для 
х < о найдемъ

——а для х>о,

=и (x-)+/zr^+/:,”•



УРОКЪ ДВАДЦАТЬ СЕДЬМОЙ.

Разлиснвся свойства неопредѣленныхъ интеграловъ. Способен 
служащіе для опредѣленія онвіхЪ.

Изъ сказаннаго нами въ предъидущемъ урокѣ, слѣдуетъ, что 
неопредѣленной интегралъ
(і) ff(x)dx
есть не иное что, какъ общая величина неизвѣстной функціи 
у, удовлетворяющая дифференціальному уравненію
(2) dy=zf(x) dx.
Мы видѣли также , что по данной частной величинѣ F (х) 
той же самой неизвѣстной функціи у, легко опредѣляется 
и общая величина для оной, придавъ къ F(x) функцію 2Т(х), 
удовлетворяющую уравненію или, что все равно,
придавая къ F(х) алгебрическое выраженіе, принимающее на 
себя конечное число постоянныхъ величинъ, изъ коихъ каждая, 
имѣетъ мѣсто между извѣстными предѣлами, приписанными 
перемѣнной х. Для краткости , мы будемъ впредь означать 
буквою С выраженіе такаго рода, и назовемъ оное произволв- 
нвсмЪ постояннвіліЪ колисес'тволсЪ, что впрочемъ не будетъ 
значить, что оно сохраняетъ всегда одну и ту же величину, 
какова бы ни была измѣняемая х. На семъ основаніи, имѣемъ

(3) ff(x)dx = F(x)-i-C.
Когда вмѣсто функціи F (х) поставимъ интегралъ f(x)dx, 

который есть частная величина неизвѣстной функціи у: то 
формула (3) обратится въ слѣдующую:

19*
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(4) ff Iх)dx =fxxJ(x)dx + c-
Раз простран ивъ опредѣленіе данное интегралу (і) и на тотъ 
случай, когда функція f (х) предполагается мнимою, удосто­
вѣримся, что и въ семъ предположеніи , уравненія (3) и (4) 
будутъ также имѣть мѣсто. Только, тогда произвольное по­
стоянное количество С обратится въ мнимое количество въ 
одно время съ ф (х), то есть , оно приметъ видъ С^фС У—I, 
гдѣ С, и С2 будутъ означать два произвольныя постоянныя, 
но вещественныя количества.

Прежде нежели поступимъ далѣе, замѣтимъ что составивъ 
сумму или разность, или даже какую нибудь линейную функ­
цію двухъ или нѣсколькихъ произвольныхъ постоянныхъ коли­
чествъ, получимъ въ выводѣ новое произвольное постоянное же 
количество.

Чрезъ сличеніе уравненія (4) съ формулами (іЗ) (22го уро­
ка) и (2), (3), (4), (5) (23го урока), выводимъ различныя за­
мѣчательныя свойства неопредѣленныхъ интеграловъ. И дѣй­
ствительно, поставляя х вмѣсто X въ обѣ части каждой изъ 
сихъ формулъ, и придавъ къ интеграламъ, заключающимся 
въ сихъ частяхъ, произвольныя постоянныя количества, найдемъ: 

(5) faudx~ afudx,

S
f(u -фѵф-w.. .)clx—Judx-|- fvdx-f- fwdx . . ., 
f (u — v) dx~fudx — fvdx, 
f (au -ф bv-\- cw...) dx — afudx -\-bfvdx -ф- cfwdx -ф 

f (и -ф v У — r) dx ~fudx-\- V — i fvdx,
гдѣ а, b , c . . . означаютъ данныя постоянныя количества, 
au, 2>, W . . . какія нибудь функціи перемѣнной х.

Сіи послѣднія уравненія имѣютъ мѣсто даже и въ томъ 
случаѣ, когда а, Ь, с . . . и, ѵ, w будутъ изображать величины 
мнимыя.
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Интегрировати Дифференціальную функцію f(x) dx, или 
иначе, интегрированіе уравненіе (2), значитъ найти величину 
неопредѣленнаго интеграла ff(x)dx. Самое Же дѣйствіе назы­
вается неопредѣленнымъ интегрированіемъ. Опредѣленное же 
интегрированіе состоитъ въ изысканіи величины опредѣленнаго /Xx f(x)dx. Теперь мы покажемъ четыре главные 
способа, помощію коихъ можно производишь, въ нѣкоторыхъ 
случаяхъ, неопредѣленное интегрированіе.

Непосредственное интегрированіе. Когда въ формулѣ f(x)dx 
узнаёмъ точный дифференціалъ опредѣленной функціи F (±), 
то величина неопредѣленнаго интеграла ff(x) dx непосред­
ственно выводится изъ уравненія (3). Число случаевъ въ ко­
ихъ сей родъ интегрированія удается, увеличивается, наблю*  
дая что постоянные множители при функціи f (х), могутъ 
быть поставлены по произволу подъ знакомъ f или внѣ онаго 
(смотри уравненіе (5)).

ПримЪрві. fadx^ax+C, f(a+i)xadx~xa'i'I+Ct fxadx~~~r+Cy ■ . и L1 1 X
_ , _ . rdx 1 , rdx 1 pdx ,fxdx^l-x  ̂+ c, + J^ = 2Vx+c,
rdx . r dx r dx .]—=щх*)+с у =zarctangx-f-c, J '^=~ =агс5іпх+с=С44яг—arccosx,

fexdx — ex -/ c, f Ax(lA) dx — Ax c, fAxdx —+ c>
/cos xdx sin x +c, /sinxdxzr — cosx-|-c, 
/dx /• dx

—2- = tangx-t-c, cotx + c.

Интегрированіе срезЪ поДстаНовленіе. Положимъ, что вмѣсто 
перемѣнной х ввели другую измѣняемую г, сопряженную съ 
первою такимъ уравненіемъ, которое даетъ Z—^(х) и xzz^(z). 
Формула (2) замѣнится слѣдующею:

(7) dy —f [% (z)] . / (z) d z..
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Сдѣлавъ для кратности f [% (z)] . (z) — f (z) , общая вели­
чина неизвѣстной у, выведенная изъ уравненія (7), будетъ пред­
ставлена чрезъ неопредѣленной интегралъ f£(z)dz. Сверхъ 
того, сія общая величина должна согласоваться съ интеграломъ 
(і). Нонанъ, въ силу отношенія, существующаго между х и z, 
имѣемъ тожественно
(8) J(x)dxzz:f(z)dz,

то отсюда заключаемъ

(9) ff Л) d х —Л Л) d z.
Положимъ теперь, что величина интеграла /£(2) dz, дана ура­
вненіемъ вида

(ю) /f(S)dz = F(z) + C;
изъ сего уравненія выведемъ,

(іі) //О) dx~F[ji(x)] +С.
ПримЪрві,. Принимая формулу (іо) и полагая послѣдова­

тельно x±a~z, ах — z, |zz:z, x‘-t-a‘zz z, l(x)-z-> ex—z, 
sin x zz z, cos x zz z, по формулѣ (i i), сопряженной съ уравне­
ніемъ (5), выводимъ

f£ (ж ± а) dx zz F(x ± а) 4- с, f£ (ат) dx~^F(ат) -к с, 
ffQdz = aF(*)  + c,

Jxf(x '4~a2)dxzz:jF(x24-a2)4~ c, fxa~l£(xa)dx:zz | F(xa)-j-c,

J'ex£(ex') dx — F(e*)-\-c,  Jcosxf(sinx)<ix zz: F(sinx)4~c, 
fsin x f (cosx) d x —-~F (cosx) -j- c.

Сличеніе сихъ послѣднихъ формулъ съ формулами, произхо- 
дящими отъ непосредственнаго интегрированія, приводитъ 
къ слѣдующимъ :
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/' dx   . , v 2 Г dx   1
x^ä — ’ 1 \.X ~~ a) ~^'C> J C» .

f ІТаЪ = а аГС tang (a X) + C,
f x2^^ /*~"~~~sx^ ’~~ а (pc?~^a3) ~l—C,

J l+U
-- у X2 + a2 -+- c, 

J Vx2+a2 '

feaxdx~~eax-\-c, fe~aXdx~—^e~ox-]-c, fcosaxdx—^sinax-\-ct 
f sin а x d x — — cos ax-^-c,

/
l(x) , r,z p dx , . p dx i ,~x~ dx — -f-С, — 11 (x)+ c> J&jxjm “(m-lW)”1—1 “ЬC*
p exdx z „4 rsinxdx 1 pcosxdx 1
Je^=arctang(e*)+c,  J-^-^+c=Siicx+c, J-^-~~^BX+c.
Интегрированіе трезЪ разложеніе. Сей родъ интегрированія 
производится помощію формулъ (б), когда функція подъ зна­
комъ f можетъ быть разложена на нѣсколько такихъ частей, 
что каждая изъ нихъ, будучи умножена на dx, даетъ произ­
веденіе удобно интегрируемое. Сей способъ въ особенности 
употребляется въ томъ случаѣ, когда функція подъ знакомъ f 
будетъ или цѣлая функція, или раціональная дробь.

_ , р dx _ fsinaa?+cos2x . р dx р dx , z-»
ПриЛіЪрвІ. Jст3хсоз3х—J ”sin2acos2a? —Jcos2x~^~Jsin2x—t^DgX COtX-j-C,• • * ölll XVUö JU J olH -XbUo 3C v vUo JG blll GG
f(^a+bx+cx’2-i-...')dx=afdx+bfxdx-}-cfx'1dx+... —ax+b у + с у +... 4-C. 
Интегрированіе по ъастялсЪ. Пусть и и ѵ будутъ двѣ различ­
ныя функціи перемѣнной х, а и1', соотвѣтствующія имъ 
производныя функціи ; иѵ будетъ частная величина неизвѣ­
стной у, удовлетворяющая дифференціальному уравненію 
dy ~udv-{-vdu — uv/dx -\-ѵи/dx , изъ котораго получаемъ 

у —uu-j-C— fиѵ/ dx -\-fvu/ dx~ fudv-\-fvdu ,
и слѣдовательно fudv~uv — (fvdu—С), или, еіце проще
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(12) fudv — uv—fvdu;
можно допустить что въ сей послѣдней формулѣ произволь­
ное постоянное количество — С заключено въ интегралѣ fvdu.
ПримЬрві. fl(x)dxzzxl(x)—fx —щх|7(х)— i]+C,/xextZx—е^х— і)ч-С, 
fxcosdx—xsinx+cosx4 C, fxsinxdx——xcosx-f-sinx-j-C, и проч...

ПримЪѵаніе. Необходимо замѣтить что произвольныя по­
стоянныя количества , скрытно заключающіяся въ неопредѣ­
ленныхъ интегралахъ обѣихъ частей уравненія (12), могутъ 
имѣть весьма различныя численныя величины. Посему не 
трудно объяснить, по видимому, несообразную формулу 

г dx ,_ rdx.
J X I (х) I J хі (х)> 1

которую получаемъ, полагая въ уравненіи (12) и ZZ и 

ZZ I (х).



УРОКЪ ДВАДЦАТЬ ОСЬМОЙ.

О неопредѣленныхъ интегралахъ заключающихъ вЪ себЪ 
алгебрическія функціи.

Алгебрическими функціями называются такія функціи, 
которыя произходятъ отъ соединенія перемѣнныхъ и постоян­
ныхъ величинъ между собою, посредствомъ простыхъ алге­
брическихъ дѣйствій, каковы суть: сложеніе, вычитаніе, умно­
женіе, дѣленіе, и еще, возвышеніе перемѣнныхъ количествъ 
въ опредѣленныя степени. Алгебрическія функціи одной пере­
мѣнной называются раціоналвнбімщ когда онѣ содержатъ толь­
ко цѣлыя степени сей перемѣнной, слѣдовательно, когда сіи 
функціи или цѣлыя, или представляются въ видѣ раціональ­
ныхъ дробей. Въ прошивномъ случаѣ, функціи именуются 
ирраціоналвнвіми.

Означимъ теперь чрезъ f (х^ алгебрическую функцію пере­
мѣнной х, и положимъ что требуется найти величину не­
опредѣленнаго интеграла ff(x)dx. Если функція f (х) раціо­
нальная, то можно будетъ разложить произведеніе f(x) dx 
на нѣсколько членовъ, принимающихъ одинъ изъ слѣдующихъ 
видовъ:

(i; ах dx, х_а, a7_a_ßl/-1> (х_а-ру-1)т’

гдѣ а, а, ß, А, В означаютъ постоянныя вещественныя коли­
чества, а т цѣлое число; потомъ опредѣлимъ интегралы сихъ 
различныхъ членовъ, посредствомъ формулъ

20
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. . m (Adx , ... _ г Adx А nfAx dx—Am^-^+C, fx_2a—vÄl(x—a) +C, —— (m -i fx—а)^-гі+С,

f(A+BV=i)dx —(^-pByZZj,) Г ^-aLd.*_-y(B±AV~y  f -j3^_ . 
'x-«+ß/-l k + У ^J^-ay+ß*

— i (A+B V— i )Z [(ac—a)9-|-^]+( B±AV— i) arc tang ~ _p.c, 

r(A^ZBV—i~)dx __ А^-ВѴ— 1
J (x — a^ßV— l)m (m — i) (x— a^ß/— l)771—1 ’

изъ коихъ первыя четыре выводятся изъ правилъ доказанныхъ 
въ предъидущемъ урокѣ, а послѣднее , выведенное по аналогіи, 
соображаясь съ третьимъ уравненіемъ, можетъ быть впрочемъ 
легко повѣрено а posteriori.

ЛА—ВѴ—1 , А+ВѴ—І \ , , , г, ч„
----- 4 77=) dx — AI \(х ~ а} -у /Л х—a— ß/—1 X—a-f-ß/—г LV ' '

n X — a , Л-|- 2 В arc tang —ß— C,

f^=fi(y-^i')d^ = H^),+ C. /^=іг(у-Н)+С,
~ ^+i)dx=,‘ - 7=arc tans~7 +c* 11 nP-

Когда функція /(ас) будетъ хотя и алгебрическою, но ирра­
ціональною : то въ такомъ случаѣ уже нѣтъ общихъ правилъ, 
посредствомъ коихъ возможнобъ было опредѣлить точнымъ 
образомъ величину интеграла ff(x)dx.

Правда, что опредѣленіе интеграла ff^x^dx было бы возмож­
но, еслибъ, вводя вмѣсто перемѣнной х новую перемѣнную Z, 
выраженіе/(ас) dx чрезъ то обратилось въ другое f (z) dz, въ 
которомъ функція f(z) была бы раціональною. Но для подобнаго 
преобразованія не имѣется вѣрнаго способа, изключая только 
нѣкоторые случаи, коихъ число весьма ограничено. Займемся 
изслѣдованіемъ сихъ самыхъ случаевъ.

Изобразимъ сперва чрезъ f (ас, z) раціональную функцію 
перемѣнныхъ х и z, гдѣ z есть ирраціональная функція пере- 
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мѣнной x, опредѣляемая алгебрическимъ уравненіемъ какой либо 
степени въ отношеніи къ z, но первой степени въ разсужде­
ніи х. Чтобъ дифференціальная функція f (х, z) dx обрати­
лась въ раціональную, и могла быть интегрирована: то для 
сего, очевидно, надлежитъ подставить выраженіе перемѣнной 
х въ z. Разсмотримъ въ частности тѣ случаи, когда величина 
перемѣнной z опредѣляется однимъ изъ слѣдующихъ двучлен­
ныхъ уравненій :
(2) zn — (а х 4- &) — о, (ао х 4- &0) zn — (щ х 4~ — о,
или еще уравненіемъ второй степени
(3) (ао х -+- 6О) z3 — 2 X 4- &,) Z — (а2 X 4- Ь2) zz о;
здѣсь а, а0, bo, alf b„ а2, b2 изображаютъ постоянныя веще­
ственныя количества, а п какое нибудь цѣлое число. Поелику 

1
же удовлетворяемъ уравненіямъ (2), полагая z — (ах 4~ >

1
__ /«I *-4-  &А71 . хггч

или z_ , 7 » а уравненію (э), полагая
4 Uq X ■ “I Oq- j х у

__ х Ч~ Ь, Ч- У (а, х Ч- &Т)2 -+- (ао X -4- Ьо) (а2 х Ч- Ь2) .
2 ао х Ч- Ъо >

то изъ сего слѣдуетъ, что дифференціальная функція
. 1 1

(4) f [х, (aZ>4-Ь)п] dx или f[x,

обратится въ раціональную , и допуститъ интегрированіе, 
когда замѣнимъ перемѣнною Z радикалъ /гои степени входящій 
въ оную функцію. Равнымъ образомъ и формулы 

(5)
f[x, V (щх4-6х)24-(аох-4 («2 х 4- 62)] dx,

обратятся въ раціональныя, когда подставимъ въ оныя вмѣсто 
х, выраженіе сей перемѣнной въ z, опредѣляемое уравненіемъ 
(3), или, что все равно, слѣдующимъ :

20*
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(6) V(tz1x-|-feiy-|-(a0x-|-&o)(a2x4-&2)=(aox+bo)z—
Теперь положимъ что требуется обратить выраженіе

(7) f [х, V Ах2 4- Вх С] dx,
въ другое, удобное къ интегрированію; здѣсь А, В, С 
изображаютъ постоянныя вещественныя количества. Оче­
видно , что надлежитъ для сего употребить уравненіе 
(б), приводя сперва выраженіе Ах2-+-ВхС къ виду 
(atX 4~ (аех Ч~ Ьо) (а2Х "4“ » что можно произвести
многоразличными образами; дѣйствительно, для сего стоитъ 
только взять такую биномію aL X 4~ Ъг, чтобы разность 
Ах2 4“ -Вх -+- С (а, х 4- Ъ^)2 могла разложиться на веществен­
ные множители первой степени; сіе условіе будетъ выполне­
но, если положимъ ,

(8) АЪ\-+-Са\ — Ва^-^В2 — АС > о.
Легко видѣть что самыя простыя величины для а1 и Ь, удо­
влетворяющія сему неравенству, будутъ: і°. когда АС>о, 

г
то aL~ О, = О; 2°. когда>24>о, moa^A , bt~o; 3°. когда 

і
С > о, то bt _ С J Щ — О. Сверхъ того, поелику имѣемъ

Лх’4-Вх+С-(^’ху=і. (Вх-\-С) и Ах2+Вх+С-(С?у=х(Ах+В), 
то можно будетъ взять во второмъ случаѣ аох-{-Ъо~ I, а въ 
третьемъ авх~]~Ъо—Х. Изъ сего усматриваемъ, что если 
Ах2-±-Вх-\-С разлагается на два вещественные множителя 
аох4"^0> а3х-Ь^а: то функція (7) обратится въ раціональ­
ную, полагая

(9) (аох^- Ьо) (д2х + 62) =(o0x-h &0.) z или —Ö0 X Uq.

Въ противномъ случаѣ, радикалъ V {Ах2 Вх С) не мо­
жетъ быть вещественнымъ количествомъ, развѣ что оба коеф- 
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фиціента Л и С будутъ въ одно время положительные. Во 
всѣхъ случаяхъ, выраженіе (7) обратимъ въ раціональную функ­
цію, полагая

!
 когда _г4>о............... ... V(Ax2-]~Bx-yC)~z—А*х,
а когда С > о, V (Ах1 Вх -у С) zz: xz — С2 

или У (А + В^-у С^)zz Z —
Легко повѣрить а posteriori сіи различныя слѣдствія форму­
лы (іб). ’

ПримЪроі. Первое изъ уравненій (іо) даетъ:

г_______ dx_____ ,  г dx __ I (Лх -Н ’ ВЧ- Л1 У Лх2 Вх 4-С)
1/ ^4х2 -+- Вх Ч- С Л^х-^В Л*

ЛУ== zzZ(x-yyx3-yi)-}-C, /* dx zz 1(х-\-Ѵя2—і)~уС, и проч....
J y'x24-t J Vx2—1

Необходимо замѣтить, что если означимъ чрезъ f(u, г>, w...) 
цѣлую функцію перемѣнныхъ и, ѵ, w . . . а чрезъ р, q, г . . 
дѣлителей цѣлаго числа п; то дифференціальныя выраженія

111
(и) f [х, (ах-у (ах-уЬ)«, (ах-у Ъу . ..] dx,

1 £

будутъ одного вида съ выраженіями (4) , и могутъ быть ин­
тегрированы точно такимъ же образомъ. И такъ, полагая 
х zz z6} найдется :

/(х’-У х5)“1 dx zz 6zz б z3 — z ч—11 (1 -y z)2] -У C,

Прибавимъ егце, что дифференціальныя выраженія

1 £
(!2) f[x\ (ax» + y;].x’‘-dx) f[x\
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въ коихъ и, означаетъ какое нибудь постоянное количество, 
непосредственно приведутся къ виду выраженій (4), а выра­
женіе

(іЗ) f [х, (<?0 X 4- Ь0)3, (иѵ х -ь &,)’] . dx

къ виду функціи (7) > полагая въ выраженіяхъ (12) x^zzzy, 
а въ выраженіи (іЗ) а0х -|- Ъо z~у2. 

Х2ПМ-ІГІримЪрб/. Интегралъ функціи уухэ I. найдется, полагая 

X2 ZZZZ у, у I — z2, или просто х2—izzziz2; функціи же 
d "> /* о і X Г--------г------------ г, полагая х—l zzzzy, потомъ (у2-|-2)*  zzzzz— /, 

(х —1)'4-(хЧ-1)Э 

или просто (х—і) -1- (х-р l) zzz z.

Оканчивая сей урокъ , замѣтимъ , что во всѣхъ случаяхъ, 
когда только найдемъ величину неопредѣленнаго интеграла за­
ключающаго алгебрическую функцію, сія величина будетъ со­
ставлена изъ нѣсколькихъ членовъ, изъ коихъ каждый будетъ 
имѣть одинъ изъ слѣдующихъ видовъ:

(і4) £(х), (ж)]> ./4 . arctangffx),
гдѣ f (х) изображаетъ алгебрическую функцію перемѣнной х, 

а А постоянное количество. Выраженія аге sinх—arctang

аге cos х, и другія подобныя, очевидно, всегда могутъ быть 
приведены къ виду А . аге tang f (х}.



УРОКЪ ДВАДЦАТЬ ДЕВЯТЫЙ.

ОбЪ интегрированіи и приведеніи вЪ простѣйшій видЪ двуслен- 
нвіхЪ дифференціаловъ; о нЪкоторвіхЪ друеихЪ дифференціалв- 

нвіхЪ выраженіяхъ такого же рода.

Означимъ чрезъ а, Ъ, а,, 2, ft, ѵ постоянныя веще­
ственныя количества, а чрезъ у перемѣнную величину, и поло­
жимъ у^~зс. Выраженіе —|- dy , въ коемъ коеффи-
ціентъ у dx будетъ нѣкоторая степень биноміи ау^-\-Ь, 
называется двуеленнвімЪ дифференціалолсЪ; неопредѣленной 
интегралъ

(і) dx
1

будетъ равенъ произведенію на другой интегралъ, который 
можетъ быть представленъ въ слѣдующемъ, болѣе общемъ видѣ: 
(2) f(ax-y- Ьу1“ (а, х-|- Ъ.у dx.
Симъ то послѣднимъ интеграломъ мы теперь займемся.

Интегралъ (2) легко опредѣлится, когда численныя вели­
чины показателей ft, ѵ и ихъ сумма ft -|- ѵ будутъ всѣ три 
раціональныя числа, и сверхъ того одно изъ нихъ цѣлое. Дѣй­
ствительно, означимъ чрезъ Z, т,п какія нибудь цѣлыя числа. 
Для интегрированія дифференціальныхъ выраженій 

т т
~І—1 -4— —' -4~~ ~4~1

(ax-j-b) (а,х + bt) ndx, (ax+b) n (atx-f-&,) dx, 
яъ m±- ±I+-

(ax + ö) (^x-j-b,) n dx,



ібо ---

стоитъ только положить послѣдовательно (смотри 28’“ урокъ) 
■ 7 „ , 7 „ а х 4- Ъ _a^+^zzz", ax+& = zn, -^qr^zzz".

Поелику формула (ах Ь)^ (а,х —|- bt)v dx не всегда можетъ 
быть интегрирована точнымъ образомъ: то не худо показать 
какимъ средствомъ опредѣленіе интеграла (2) приводится къ 
опредѣленію другихъ интеграловъ такого же рода , но въ коихъ 
показатели биномій ахф-Ь, alx-f-b1 будутъ другіе. Таковое 
преобразованіе можно учинить самымъ простымъ способомъ, 
посредствомъ уравненія (12) (27го урока) , которому дадимъ 
такой видъ:

(3) fuv . J dl (і?) ~ uv—fuv . I dl (u9);
потомъ, будемъ полагать послѣдовательно что функціи и п V 
пропорціональны нѣкоторымъ степенямъ двухъ изъ слѣдую­
щихъ трехъ выраженій:

(4) ах +• Ь, а, х -4- &£,

Поелику сіи три количества , взятыя по два, даютъ шесть 
различныхъ переложеній: то очевидно что формула (3) дастъ 
также шесть различныхъ уравненій. Изчисленіе будетъ про­
ще, принимая въ выкладкахъ количества и и ѵ за положитель­
ныя: посему формулу {3) можно будетъ замѣнить слѣдующею: 

(5), fuv . dl (ѵ) — uv— fuv . dl (u)j;
также будемъ имѣть уравненія
77 z і7\ d d X 7 у / I 7 \ Ofdx 11 ( Ъ \  „ (<7 Л Т 3) d Xdl(ax+o)—-7^6> dZ(aIx4-bI) — , dl— (вх+б)(а£х-і-&£)’

изъ коихъ выведемъ величину количества dx, и подставимъ 
оную въ интегралъ (2). (\ля краткости, означимъ чрезъ А 
сей самый интегралъ. Найдется :

Г*.  Полагая и пропорціональнымъ степенному выраженію 
(а х а ѵ количеству (а£ х -j- &,)ѵ'+'1,
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_ <^+Ь)ІІг(атх4-г>і?ч~1 r(gx-t-Z’)'x(aIx4-br)v+1 , , , 7 чр.
(ѵ-Н)«! (ѵ-Ы)«! J ’

(б) Яа^Па^0’іх=(^^^іГ+‘~^f(.a^by^'(a,^)^dx.
2'е. Полагая и пропорціональнымъ степенному выраженію 

(<ц х -|- Ь,у, а V количеству (а х -]-
(7)

3 е. Полагая и пропорціональнымъ степенному выраженію

(ах-\- Ъ \р. z і ? ХМ-+-Ѵ-+-І7 а ѵ количеству х 4- Ь.)^ ,
г(ах-+-^(«Іх+ЛІ)ѵ+1 , , 7 х у/ах-+-£чр. (аІх+5І)М-Ѵ4-і s/x-HH-г

Л_у----------- ------------- - dl^x+b^-J {^Ті) .- dlQa.x+b^ +
__(ахЧ-<5)^'(яіХ-4-^г)ѵ'+"1 г(«х-Ь-ЬУ(аІх-Нб[)ѵ+І , / ах-і-Ь хр.

(p.-t-v-j-l)at J (р.-4-ѵН-і)аІ ѴаІхН-ЬІ/ 9

(8)Да»^)^ЬУ^
4‘е. Полагая и пропорціональнымъ степенному выраженію 

а.ѵ количеству (а х + &),И-Ѵ4*1,

С9)Л^)"(^+^У^=(“4^;Г— -й^Л^+г>)"(а,х+ь,у-^.
5* е. Полагая и пропорціональнымъ степенному выраженію

Qa.x-i-bJ^ , а 2> количеству (—,
^(ах+^+г(а1х-Н>1)ѵ+1 77 /ах-+-Ъх _ г(яІх+31)'х+ѵ~Ьз / ах-+-Ь „,ах-\-Ъ^ АН-і

■^—J abj.—a^b Ѵаіх+5Х/(р,+1)(а6і—öi6) ’ ЧвіХ-і-йх/ \аіХ^і~1)

_ (ax-+-Z>)H-+I(a1x4-&I)v4~1 г(ахЧ-5)/л+'І(аІхН-3І)ѵ"Ьі „ .
~ 6н-1)С«&1—М) J КР-Н-іХаЬі-вхб) ,

(10) f (ах-\- &)ц (аіХ4- &t)v dx rr
(sxW^xx+bx^ _ (ц+ѵ+2)а, r( b}l^t fax,bydx

(р.-НХ‘і6І—MJ (p.-HXaöj-a^) j \ax П- °) (A x OJ »»'•

6 е. Полагая и пропорціональнымъ степенному выраженію
- , ах~\-Ъ у—(ѵ+ч)
(ах + &) , а ѵ количеству >

21
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(и) /(ахН-Ѣ^Сщхч-^У dx~
(ах+У^~^~І(аІх+і1У~І~~І (.М-Н-2)д г/ 1 7\Ц / , 7 \v-4-r j

(ѵ-Ы)Саж6—eij). і^-іКа^абі) ty (а, X -|- bL) > d X.

Помощію формулъ (б), (7)> (8), (э), (іо), С11)’ можно будетъ 
всегда выразить интегралъ (2) посредствомъ другаго инте­
грала одинаковаго съ нимъ вида , ио въ которомъ каждая изъ 
двухъ биномій сгх-|-Ь, ЩХ-р^ будетъ имѣть показателя, заклю­
чающагося между предѣлами о и —I, Дѣйствительно, для сего,, 
стоитъ только употребить одинъ или нѣсколько разъ сряду 
формулы (8) и (9), или только одну изъ нихъ, когда показа­
тели и ѵ будутъ положительные, или, если одинъ изъ нихъ 
положительный, а другой заключается между предѣлами о и 
— I. Напротивъ того, должно будетъ прибѣгнуть къ фор­
муламъ (ю) и (іі) , или только къ одной изъ нихъ, когда 
показатели [л, и ѵ будутъ оба отрицательные. Наконецъ, если 
одинъ изъ двухъ показателей будетъ положительный, а дру­
гой менѣе — і , тогда, посредствомъ формулы (б) или (7) 
будемъ въ одно время уменьшать численныя величины обоихъ 
показателей до тѣхъ поіръ, пока одинъ изъ нихъ не обратит­
ся въ количество заключающееся между предѣлами о и — і.

Когда показатели р, и ѵ будутъ цѣлые , то посредствомъ 
вышеозначенныхъ приведеній , обратимъ ихъ всегда или въ о 
или въ — і*  послѣ сихъ приведеній, очевидно что интегралъ 
(2) будетъ зависѣть отъ одного изъ четырехъ слѣдующихъ;

' у Г______ dx______ __ 1 z ах-\~Ъ \_  1 __ , / ах+Ъ \2
(ахЧ-^ХагЛЧ-й1). ab1—ajbJd '^alx-\-bl) 2{abi~aIb) '•a1x-\-b1) ’

Вообще, когда функція (ax -J- &)^(а£Х Ч~ Ъ^) dx будетъ допу­
скать точное интегрированіе: то всегда, помощію найденныхъ 
нами формулъ въ семъ урокѣ, можно будетъ выразить инте-
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гралъ (2) посредствомъ другихъ простѣйшихъ интеграловъ, 
коихъ величины легко опредѣляются.

Для приложенія тѣхъ же самыхъ способовъ къ приведенію 
въ простѣйшій видъ интеграла (і), должно будетъ въ форму­
лѣ (5) предположишь и пѵ пропорціональными уже не сте­
пенямъ выраженій (4) > но степенямъ слѣдующихъ другихъ 
выраженій:

_х . , 2,7 а ах-+-Ь_ ay^-j-b
іЗ) ах-\-Ъ — ау+Ъ, xzzy, —~ ■

Примѣрѣ. Положимъ, что требуется привести въ простѣй­
шій видъ интегралъ

+УГ"4у,
въ которомъ и означаетъ цѣлое число большее единицы. Должно 
положить и и ѵ пропорціональными степенямъ количествъ 

1 -{-у3
у1 и — 3—; и поелику имѣемъ

»Ц у) ау— у(і-і-у3У

то изъ формулы (5) выведемъ:
z , х f dy __ /1Н-73\
(Х4) J ---  J 2 . \ jy» /

__   ру—2П“Ь3 n-f-i ,і-|_^у2, —пн-і

___ у(і-}-у3)—п+і ___гу(і-+-у'!У'і~' ?, —2п+э\
-----  2(п—1) J 2(п—1) аі V )

_  у . 2п-~-3 р dy
2уі—IXl-j-J2)71 1 ' 2п—2J (l-f->2)n~■'*

21*



УРОКЪ ТРИДЦАТЫЙ.

О неопредѣленныхъ интегралахъ заключающихъ вЪ себѣнеопре- 
дѣленно-степеннвья  ̂лоеариѳліическія, тригонометрическія икру- 

говеія функціи.

Неопредѣленно - степенными называются такія функціи, 
въ которыя входятъ количества имѣющія перемѣнныхъ пока­
зателей; логариѳмическими такія, которыя заключаютъ въ себѣ 
логариѳмы; тригоноліетрическія функціи составлены изъ три­
гонометрическихъ линій, а круговвія изъ круговыхъ дугъ. 
Весьма бы полезно было имѣть средства для интегрированія 
дифференціальныхъ формулъ, содержащихъ подобныя функціи: 
но не имѣется къ тому вѣрныхъ способовъ; только, въ нѣко­
торыхъ частныхъ случаяхъ, весьма ограниченныхъ, точное 
интегрированіе удается , что мы теперь и намѣрены пока­
зать.

Если означимъ чрезъ у*  такую функцію , что неопредѣлен­
ный интегралъ ff(jz) dz имѣетъ извѣстную величину: то въ 
семъ предположеніи, выведемъ величины интеграловъ

С1) ff(J> feXf(ex) dх, /cosx./(sinx)dx, Jsinx./(cosx)dx, 

полагая послѣдовательно, какъ въ 27мъ урокѣ, l(x) — Z, ex~z, 
si n x — z, cos x 4ZZ z. Такимъ же образомъ опредѣлятся и слѣ­
дующіе три интеграла:

(2) #(arctangx) ;, //(arc sinx) —==, #(arc cos x)-==,
• F Л f А '1 Л 
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полагая въ первомъ arc tang х—г, а въ двухъ послѣднихъ 
arc sin х — z или arc cos x —z.

Еще замѣтимъ, что если f (и), £ (и, ц), f (и, г>, w .. бу­
дутъ изображать алгебрическія функціи перемѣнныхъ и, ѵ, w..: 
то стоитъ только положить ех ~ z, чтобъ обратить въ алге­
брическую функцію , выраженіе находящееся подъ знакомъ f
въ интегралѣ
(3) /f(ex)dx;
также, полагая cos х — z или sm х ZZ z , достигаемъ той же
цѣли въ разсужденіи двухъ интеграловъ
(4) /f(sinx, cosx)dx,

y*f(sinx,  8ІП2Х, sin Зх . . . COS X, COS 2 X, cos3x...)dx, 
изъ коихъ второй не будетъ общѣе перваго, ибо можно въ ономъ 
вмѣсто синусовъ и косинусовъ дугъ 2Х, Зх . . поставить ихъ 
величины выраженныя посредствомъ sinx и cosx, что произ­
водится помощію извѣстныхъ уравненій:

cos п X -f- У — і sin пх ~ (cos х -ф- У — і sin х)п, 

COS ПХ-- У---  I sin ПХ Z3 (cos X---  У — I sin х)п.
Прибавимъ, что если въ первомъ изъ интеграловъ (4) по-

I • 'S1ложимъ sm х равнымъ не г, но ±z ; то сей интегралъ при­
метъ весьма простой видъ
(5) Л[±Л (z-z)4].-^.

■ 2 Z (1 — z)
Напримѣръ , изобразивъ чрезъ р два постоянныя количе­
ства, имѣемъ

ц—1 ѵ—і
(б) /зпУ х . cos  х . dx ~± ?fz 2 (і—z) 2 dz.*

Наконецъ замѣтимъ, что предполагая извѣстными величи­
ны интеграловъ (3) и (4), легко вывести изъ оныхъ и величины 
слѣдующихъ:
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(7) Л(е«)Лх,*
(8) Jf(sinbx, cosbx^dx,
/f(sin&x, sinsfex, sinSfrx..., cosbx, COS2&X, cos3&x...)dx 

ибо, надлежитъ только раздѣлите на а, или на Ъ, получен­
ныя функціи, и подставить потомъ въ оныя ах или Ьх вмѣ­
сто X.

Теперь пусть будутъ Р и z двѣ функціи перемѣнной х; 
положимъ, что первая изъ нихъ алгебрическая, а вторая имѣетъ 
алгебрическую производную zz. Если возмемъ

fPdxzzzQ, fQz/dxzz2Ri fRz dx zzi S и проч.. .
и получимъ для Q, R, S . . . извѣстныя функціи перемѣнной 
X: то посредствомъ нѣсколькихъ интегрированій по частямъ, 
легко будетъ опредѣлишь величину интеграла 

(ö) ’ fPzndx,
гдѣ п изображаетъ цѣлое число. Дѣйствительно найдется 
постепенно :

fPzndx — Q zn — п fQ z/. zn—1 dx,
fQ z/ zn~l dx =.Rzn~ l — (n — i)fR zz. zn~2 dx, 

и проч..., и слѣдовательно
(іо) /Pzndx~Qzn—nRzn—t-j-n(n—-i)Szn~2-—• и проч... -фС.
Когда функція z изображена однимъ членомъ, то оная необхо­
димо будетъ имѣть одинъ изъ слѣдующихъ двухъ видовъ: 
(^смотри 28"“ урокъ)

АI [f (х)], А arc tang f (х), 
гдѣ А означаетъ постоянное количество, а f (х) алгебрическую 
функцію перемѣнной х.

ПримЪрбі. Предположивъ, что функція Р равна единицѣ, 
а z одной изъ слѣдующихъ функцій: Z (ж), arc sinх, arc cos x, 

l (x —ф Vx2-f- l), и проч., то изъ формулы (ю) выведемъ:
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(u) f(lx)ndx=z
я і *<« —о ,п(п—о—3.2.1^х (Ix'? і — -х Ч- -уху — и проч...........±---------- + С,

(12) f (агс sin х)п d х ~
z • \пС I п^1—xZ п(п — і) х п(п — і)(п—гі/і X2 ?
(arcsinx) ^Х I агс 8;п х (arcsinx)® (аге sin х)1 • ’ * * jГ

(13) f (arc cos x)n d X “
c n/1—x2 n(n—l)x n(n— l)(n — 2)VT^Ta ~

(аГС COS X) £x arOcosx (arccos»)2 (arecosxp “H • • C,

r?z , -,/~7 X1„ С пУх2Ч-1 ?і(п—1)» ’ »(ft—1)(Й 2)t/»=4-i pl( x+ V X 4-1 ) Г <X—-----------4--------------- ------ ----------------- =rr=------ +... £ -
C Z(x-H/x3-M) [Z(»4-y'x2-|-l)]2 [Z(aH-'/xa4-l)]a S

и проч. . . .

Предполагая P~xa~ \ а z “ Z (x), найдёйісл :

(i5) /ха~г(1ху\1х=~ (Zx)n[i--^4-^ ;̂- и проч..^^"1^3/-

>

Вводя z вмѣсто перемѣнной X, предъидущія формулы обра­
тятся въ слѣдующія:
z z -ѵ, 1 „ п . п(п—1) п(п—1)...3.2.1 ~| „(іб) fznezdz—z”e2|_i—-Ч——и проч... ±-----—«-J Ч-С,

(17) fzncoszdz=zn ^sinz[i- +•• J+cosz[~---- 2} +•••]£+С,.

(18) -/z4nnzdz2=z^cosz[i—sinz[|—+ С>

(І9)

(20)
п ( п(п—1)

аг і а=а2~ и проч..
п(п—1)...3.2.1 

anzn

Можно было бы непосредственно вывести сіи послѣднія фор­
мулы, помощію нѣсколькихъ интегрированій по частямъ, чрезъ 
что уменьшали бы постепенно показателя п, и наконецъ 
совсѣмъ уничтожили бы оный. Такъ, напримѣръ, формула 
(20) выводится изъ уравненій



— i68 —

(21) fz^zdz~~a----Ifz'-'e^dz,
fzn-' eazdz = -"—--~rfzn~3 eaz dz, и проч.

Cie послѣднее замѣчаніе относится ко всѣмъ интеграламъ, кои 
опредѣляются посредствомъ интеграла (іо) предполагаемаго 
извѣстнымъ, вводя z вмѣсто перемѣнной х.

Интегрированіе по частямъ можетъ еще служить къ опре­
дѣленію величинъ интеграловъ

(22) fzn eaz cos bzdz, fzn eaz sin bzdz,
гдѣ а тя.Ь означаютъ постоянныя количества, а п цѣлое число. 
Такъ, напримѣръ, чтобъ получить общія величины двухъ ин­
теграловъ feazcosbzdz, feaz smbzdz, стоитъ только придать 
два постоянныя произвольныя количества къ величинамъ сихъ 
самыхъ интеграловъ, выведенныхъ изъ уравненій

f е cos bzdz — — ----г -/е sin bzdz,
f eaz sin bzdz zzz -—— ^f&az cos bzdz.

Впрочемъ, можно опредѣлить интегралы (22) простѣйшимъ 
способомъ, какъ мы то сей-часъ покажемъ.

Поелику имѣемъ (смотри конецъ пятаго урока),

d (cos х 4~ V — I sin я) — (cos x -f- V — 1 sin x) dx ~V — 1, 
то изъ сего выводимъ:

(2З) d[e^(cos&z4-V—isin&z)] — (a-j-bV— i)ea,z(cosbz4-V— isinbz^dz,
(24) feaz (cos b z + sin b z) d z z=z ga.^c?.±^3sin5^ C,

a-f- ЪѴ—1
гдѣ С вообще изображаетъ мнимое постоянное количество. 
Теперь замѣтимъ, что формулы (21), а посему и формула 
(20) равнозначущая съ формулою (2і), будутъ имѣть мѣсто и 
въ такомъ случаѣ, когда подставимъ въ оныя вмѣсто неопре­
дѣленно-степенной функціи евг, слѣдующее произведеніе:
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?4-С.

еая (cos Ъ z 4- V — і sin Ъ z),
а вмѣсто знаменателя а, мнимое количество а 4- Ъ V — 1. По­
сему будемъ имѣть

(25) f zneaz (cos Ъ z 4- V — і sin bz) dz zzz
eaz (соя Ьа + ѵ' — 1 sin&z) __n . । n(n—

a + W— 1 c (a-j-if'—l)z (a-j-i"/—l)Baft

Ежели вторую часть сего послѣдняго уравненія приведемъ къ 

виду и 4~ ѵ V — I , гдѣ и и V означаютъ вещественныя коли­
чества: то сіи количества будутъ изображать величины ин­
теграловъ (22). Двѣ формулы, опредѣляющія сіи величины, 
будутъ заключать въ себѣ, какъ частные случаи, уравненія 
(іб), (17)» (і8) и (20). Сверхъ того, оныя даютъ и уравне­
ніе (19); предполагая же въ оныхъ nzzo, получимъ:

(36) /е° cos Ь z d z = + С.

/е“ sin bzdz = ~е" + С.



УРОКЪ ТРИДЦАТЬ ПЕРВЫЙ.

О развісканіи велисинЪ , . и о приведеніи вЪ простѣйшій видѣ 
неопредѢленнвіхЪ интеграловъ, вЪ коихЪ функція находящаяся 
подЪ знакомъ f еств произведеніе двухЪ множителей равнвіхЪ 

нѢкоторвімЪ степенямъ синуса и косинуса перемѣнной.

Пусть рь, ѵ будутъ два постоянныя количества; разсмо­
тримъ интегралъ

(і) f sin11 х. cosv хdx.
£

Если положимъ sin’acrzLZ, или sinx~ —z, то сей интегралъ 
приметъ видъ 

|ч~~1 . ■ Lnl
(2) ±ifz 2 (1—z) 2 dz.
Слѣдовательно оный легко опредѣлится, (слсотри 2Q"“ урокъ), 

„ р.— 1 ѵ — 1 когда численныя величины обоихъ показателей —-> -у- и 
p,_f_v — 2 г .

суммы ихъ----- z----- , будутъ всѣ три раціональныя числа, и

сверхъ того, одно изъ нихъ цѣлое. Если показатели и, и ѵ 
р.— 1 ѵ — 1 Р-Н-ѵ — 2

будутъ оба цѣлые: то количества.—> ~z~9 —2 9 удовле­
творяютъ сему условію, и слѣдовательно интегралъ (і) опре­
дѣляется безъ малѣйшаго затрудненія.

Во всѣхъ случаяхъ, можно будетъ по крайней мѣрѣ приве­
сти опредѣленіе интеграла (і) или (2) къ опредѣленію нѣ­
сколькихъ другихъ интеграловъ одинаковаго съ ними вида, но 
въ коихъ показатели количествъ sm х и cos х, или z п і—z,
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будутъ другіе. Для сего, надлежитъ употребить, какъ выше, 
формулу (5) (29го урОва), именно,

(3) fuv . dl (і>) — иѵ—fuv. dl (и),
предполагая что функціи и и ѵ пропорціональны нѣкоторымъ

1 — я 
степенямъ двухъ изъ трехъ количествъ z, I — Z, “— ,м или, 
что все равно, степенямъ двухъ изъ трехъ слѣдующихъ :

(4) sin х, cosx, — =tangxzr--.

Положимъ, напримѣръ, что желаемъ привести въ простѣй­
шій видъ интегралъ (і). Для сего, подставимъ сперва въ сей 
интегралъ величину дифференціала tZx, опредѣленнаго однимъ 
изъ слѣдующихъ уравненій: 
, . ,, . cosxdx -
(5) dlsmx=-^—f

, f __ sin xdx 77. ___ 77 . ___ dx фdZcosx ——, dZtangx —— dZcotx = -^^, 

потомъ, изъ формулы (3) выводимъ :
1°. Предполагая и пропорціональнымъ степенному выраженію 
sin^-1 х, а ѵ количеству cosv-blx,

JsinMxcosvxdx=f— sin/i—Ixcosv4',xdZcosarz:/* — -cosv+lxeZZcosv+rx

sin^ Izrcosv~^Ia: i rsin^—Ixcosv-*~ I- v+l и v+1 dZsin^ Jx, 

(6) /sin^x cosv x dx ~—sinf* - qzp—~ —HTipiJsin^xcosv+a xdx. 
2°. Предполагая и пропорціональнымъ степенному выраженію 
cosv~"Ix, а ѵ количеству х,

(7) f siar х cos xdx ~ ----- / sin^ ® cos xdx.
3°. Предполагая и пропорціональнымъ степенному выраженію 
tang^-1 х, а ѵ количеству cos^-1-1’х,

JsinfZ'xcosvxdx—/—sinp'~Ixcosv'f'IxdZcosx—/ -^—-^cos^xdlcos^^x 
22*
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sinfJ,—‘Iarcosv'+'Ire , rsinf1 Ixcosv+Ix , , ,
=---------- ------------ +/------ jS--,------ dl tang*-  x,

(8) f sinx  cos’ xdx ———~4- jp/sin —x cos’xdx.* *

4°. Предполагая и пропорціональнымъ степенному выраженію 
cotv~x х, а ѵ количеству sin/x“l-v~ax,
. х _ . п V 7 Sin?J-+IXCOSV гХ , V— 1 - . ц. ѵ « 1
(9) f sirrx cos xdx ~----- sin'x  cos 3 xdx.**

5°. Предполагая и пропорціональнымъ степенному выраженію 
cos^x, а ѵ количеству tangx^4"1,

f sin^ х cosv xdx “
f sinfX+l x cosv+x xdl tang x ~/C°'fxH_1 -- tang^4"1 xdl taagp"+'x x

=------ S+3---- — J------- S+i-------dl COS** — X;
(io) jsm^xcos xdx.—■----- --------------- 1—Jsmx cos xdx.
б°. Предполагая и пропорціональнымъ степенному выраженію 
sin|A+v+2x, а ѵ количеству cotv-Hxx, 
z ч - • ц, ѵ j _ . sinfx’+'Iarcos''_,_Ia? Ц-І-Ѵ-+-2 . „ ѵ ,
(и) /smrxcos xdx=:—--------------------- 1——t-/sm^xcos + xdx.
Помощію формулъ (б), (7), (8), (д), (іо), (іі) можно будетъ 
всегда выразить интегралъ (і) посредствомъ другаго инте­
грала, одинаковаго съ нимъ вида, но въ которомъ каждое изъ 
количествъ sin х, COSX, будетъ имѣть показателемъ число 
содержаіцееся между предѣлами — I, -f- I. И дѣйствительно, 
для подобнаго преобразованія, стоитъ только употребить 
одинъ или нѣсколько разъ сряду формулы (8) и (д) , или 
только одну изъ нихъ, когда показатели ^4 и г оба положи­
тельные , или если одинъ изъ нихъ положительный , а дру­
гой заключается между предѣлами о, — I. Напротивъ того, 
должно употреблять формулы (іо) и (іі) , когда показатели 
р, и ѵ оба отрицательные, или, если одинъ изъ нихъ отри- 
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дательный, а другой заключается между предѣлами о и і. 
Наконецъ, если одинъ изъ показателей будетъ положительный, 
но больше единицы, другой же отрицательный, но меньше 
— I; тогда, посредствомъ формулъ (б) и (7), будемъ въ одно 
время уменьшать обоихъ показателей до тѣхъ поръ, пока одинъ 
изъ нихъ не обратится въ количество, заключающееся между 
предѣлами — I и 4~ I.

Если положимъ О, то уравненія (б) и (7) обра­
тятся въ слѣдующія:

(12) /tang^x Jx~-an^_1 Х-—/tang^’xdx, 

/cof xdx~— — Jcot* “3 xdx.

Когда показатели p, и v будутъ цѣлые, то поступая какъ было 
сказано выше, обратимъ наконецъ каждый изъ нихъ въ одно 
изъ трехъ количествъ і, о, — I, и интегралъ (і) чрезъ 
дпо необходимо приведется къ одному изъ девяти слѣдующихъ:

, fdx — х-|-С, /sinxdx“—cosx-j-C,
/cos xdx “ sinx-j- С, f sin x cos xdx “ f sin2 x4~C, 

/sinxdje _ „ rcosxdx _ . „ _
— U COS x H- C, /-—-_ 4 l sm2 x 4- C,

/Ія •> о , лc^^ = ^tang X+C,

f dx ___rd (x -4- tt) „ /ос . тгч , _J cosx-- /sin(xH-^Tr) — 3 tang (J Ч- Д) 4" C.

Приложивъ сіи правила къ опредѣленію интеграловъ 

f sin™xdx, fcosnxdx, fzztr^dx, frjizdx, fJ * J ~ •> cos'^x 3 J sm'1 x ’ J cos" x' J smn x *

гдѣ п изображаетъ цѣлое число, найдется: і°. предполагая п 
четнымъ числомъ, ,
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f sin71 xdx” '

-n-Z5——4=7“ 4- и проч

«In-e C n—2 „ _ 3.5...(n—2) „ ? , 1.3...fn—2) , „/x , ттч , _—t ^sec71 rx+ sec x+...4- 2.4 sec + 2.4...(n-i) ^tang (2^4)

f cosec71 xdx ”
——$cosecn—rx+”-fcosecn-Jx4-...+27 ‘4^“3xCOsec2x^ +|^£zifetangaJ +C.

Оканчивая сей урокъ, мы покажемъ нѣсколько способовъ, 
могущихъ служить, подобно предъидущимъ, къ приведенію въ

cosx < . , n~l . n_, 3.5...(n—3)(n—1) . > 1 ,.3...fn—3\n—1)---Jsm’1 Tx+-2sui x-h..+ 274-(—ZJ^-)sinx^4--2~-^_2> ' • 

f cos71 x d x ”
sinx S П—I , n~n—s , 3.5...1H—31(n—1) ? 1.3...fn—3?(n-1)- - Jcosn TX+—2cos x+...+5TTÖJ=4)(^cosx^ •Г-^;-..(п-_Г)п-х+с> 
_ - tangn~’x fang’1—ix fang”—5ж _

/tang71 xdx=--------- + -n—5 и проч... ±:tangx^x+C,
. cotn ’dx . cotn 3x cotn SX , ' , , ~

/cotnxdx”- --------- „-5— + и проч... dz cot xzjZxH-C,

/sec71xdx=-zi^ecu ’x+^sec 5хЧ-..4-1.з..:(п-5Хп-з) secxH C> 

f cosecnxdx ” 
cosx C , Ti—2 n t I . 2-4--(n—4)(n—2) ? .-n~i ^cosec x+cosec71-1 x4- ... + І.з^'дп-З^-З)cosec4 + C; 

2°. предполагая n нечетнымъ числомъ,

cosx < • , П— 1 . (n—l)(n—3) . 2.4...(П—3)(n— 1),--^sin71 ’х+—sm71 ’x+^^xif-^sin71 5х4-...+Гз^п-4)(п=^>

sinxC ti—1 „ . (n—l)(n—3) _ r , 2.4...fn—3Yn—1),” |cos-Ix+ -~2 cos71—^x-f- cos«-*x+...+  rd._4Xn—2)'

f tang71 хй — 
fang’1 3x , fang’1 sx , fang®# 7
“nZT 4----- n==5-------- И ПР°Ч- • • ±-a— I l COSa X

fang71
n—1

и проч

cotn—rx 
n—1

cotn 3x cot71 ex cot2x
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. ~4~та
простѣйшій видъ и къ опредѣленію интеграла /sin xcos xdxt 
въ которомъ тип изображаютъ два цѣлыя числа. Во пер­
выхъ, очевидно, что интегралъ f sin п х COS nxdx обратится 
въ другіе простѣйшіе, когда'умножимъ одинъ или нѣсколько 
разъ функцію подъ знакомъ f на sin2 х -|- COS2 х ~ I. Сверхъ 

т т • • • 7того, дифференціальное выраженіе sin— xcos— хах можно 
обратить въ раціональное, 1°. когда п есть нечетное число, 
полагая sin х “ z , 2°. когда т есть нечетное число, полагая 
COSXZZZZ. Наконецъ замѣтимъ, что величины интеграловъ 
/sin771 xdx, faosnxdx, /sin771 xcos71 xdx, опредѣляются весьма 
простымъ образомъ по разложеніи sinTOx, cosnx и sinmx cos^x 
на линейныя функціи количествъ sinx, sin2x, sin3x.• .COSX, 
COS 2X, COS 3x .. ., что производится посредствомъ извѣстныхъ 
формулъ, (смотри Analyse algebrique Гл. ѴП}.



УРОКЪ ТРИДЦАТЬ ВТОРОЙ.

Переходъ отЪ неопредѣленныхъ интеграловъ кЪ опредЪлсннвіліЪ.

Опредѣлить интегралъ уравненія

(і) dy—f(x) dx,

или интегрировать дифференціальное выраженіе /(х)dx, отъ 
х—хс, значитъ, найти такую непрерывную функцію перемѣнной 
X, которая удовлетворяла бы двумъ условіямъ, именно, чтобъ 
ея дифференціалъ былъ равенъ f(x) dx, и чтобъ оная уничто­
жалась для х “ хо. Поелику сія функція опредѣляется общею 
формулой ff (х) dx zzzf^fQx^ dx -|- С: то посему оная обра­

тится въ интегралъ f (х) dx , если самая функція /(х)
будетъ непрерывною относительно къ х, между двумя предѣ­
лами сего интеграла. Положимъ теперь, что общая величина 
для у, выведенная изъ уравненія (і) , представлена въ видѣ 
гр (х) -ф- f% (х) dx, гдѣ функціи (р (х) и / (х) обѣ непрерывны 
между сими же предѣлами хо и х. Очевидно , что искомая 
функція будетъ равна р (х) — р (х„) -ф-/^ % (х) dx. Основы­

ваясь на семъ замѣчаніи, легко увидимъ во что обращаются 
формулы доказанныя въ предъидущихъ урокахъ , когда подчи­
нимъ обѣ части каждой изъ оныхъ, уничтожаться для данной 
величины перемѣнной х. Такъ, напримѣръ, легко усматрива­
емъ, что уравненія (9) и (із) (27го урока), именно Jjf(x)dx~ 

и fu d v zrz и v—fvdu или fuv'dx~uv—fvu7 dx, 
превратятся въ слѣдующія:
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(2) и (3) fX'Uv'dx^uv—uov~fxXgvu'dxf
гдѣ Zö, w0 и г>0 означаютъ величины перемѣнныхъ z, и и г>, 
соотвѣтствующія величинѣ Х"ХО.

Полагая въ формулахъ (2) и (3) xzxX, и изобразивъ, въ 
семъ предположеніи, чрезъ Z, U и V соотвѣтствующія вели­
чины перемѣнныхъ z, и и і>, найдется:

(4) fxaf^dx=ffj(z)dz и (5) /хоиѵ^х=иГ-и0ѵ0—/Хоѵи^х. 
Когда желаемъ приложить способъ интегрированія чрезъ под­
становленіе , или интегрированія по частямъ къ разысканію 
величинъ опредѣленныхъ интеграловъ, или къ приведенію ихъ 
въ простѣйшій видъ: тогда , вмѣсто формулъ (9) и(і2) 
(27го >рока), употребляются сіи послѣднія двѣ формулы; что 
касается до опредѣленныхъ интеграловъ, выводимыхъ чрезъ 
непосредственное интегрированіе , или чрезъ разложеніе: то 
оные опредѣляются формулою (і8) (26го урока), или форму­
лою (2) (23го урока). Основываясь на сихъ правилахъ и на 
способахъ изложенныхъ въ предъидущихъ урокахъ , можно 
будетъ найти величины многихъ опредѣленныхъ интеграловъ; 
выведемъ теперь величины замѣчательнѣйшихъ изъ оныхъ.

Означимъ чрезъ т цѣлое число, х чрезъ а, ß, р,, ѵ положи­
тельныя количества, чрезъ а, А, В, С . . . какія нибудь по­
стоянныя величины, наконецъ, чрезъ е количество безконечно­
малое; изъ формулъ доказанныхъ въ 27“ и 28мъ урокахъ, вы­
водимъ:

J ха~гйх — -, f х~а~^х — х>, f ё~х dx~I, 
/° еах dx — ос, fg e~axdx—^> 
fo (A-\-Bx -ф Сх’...) dx — А “hj-- • •>

25



— 178 —

1 1
“ dx ___,ir /*  ev xdx __ - /}і\ Г - t xdx __ fa dx

— oox24-aa a’ / 1 x3+as — 'v '*  J 1 x‘+a2 x2) 2 2
sp t

1 _
e v ( А — В 1

* | x—а — ßV—1 
sp

•“ dx __ от Г ev (x — a)dx__ /рл /* e (x— a)dx __
— « (x^~ä)24-ß3— ß’ J _J_ (x—a)2-Fß2 —Z / 1 (x—a)fi+ß3----

sp e

O,

dx ZZ. 2 я В.
1 ____ ___

J-ДУ-І ^4-ДУ — 1

x— а—ß"/— 1 x—a-f-ß/—1 
e ’

Сверхъ того, означивъ вообще чрезъ раціональную дробь, 
коей знаменатель не могъ бы уничтожиться ни для какой
вещественной величины перемѣнной х, чрезъ xt, х2 и проч..., тѣ 
изъ мнимыхъ корней уравненія F(x)—о, въ коихъ коеффиціентъ 
при V—I положительный, и чрезъ At—В^—I, Д—В V—і, 

с f т, • 2и проч. . . . величины дроби соотвѣтствующія симъ самымъ 
корнямъ, получится формула:

1

(6) f ‘1,^dx = 2(4 + 4+...4® + 2sr(B, + Ba+...).

Когда сумма Аг -|- Ал равна нулю, то вторая часть сей
формулы не будетъ заключать въ себѣ произвольнаго множи­
теля I (-), въ слѣдствіе чего получимъ:

(7) f-Z d х — 2 (ві + Д + • • •);
сумма же Ат —j- Аа -ф . . . уничтожается въ томъ случаѣ, когда 
степень функціи F(x) превосходитъ по крайней мѣрѣ двумя 
единицами степень функціи f(x). Можно вывести сіе же за­
ключеніе, основываясь на замѣчаніи оканчивающимъ 25’й урокъ.
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Если бы степень функціи F (х^ превосходила только одною 
единицею степень функціи f (х): то величина интеграла 
Г “ 1^2 была бы неопредѣленная , а общая его величина, J — оо 1 '
доставляемая уравненіемъ (6), заключала бы постоянное про­

сіе произвольное по- 

получимъ уравненіе

извольное отношеніе Но, полагая что 

стоянное отношеніе равно единицѣ, 
(7) , которое, въ семъ случаѣ, доставитъ только главную 
величину упомянутаго интеграла. Прибавимъ, что сія главная 
величина не измѣнится , если, сверхъ мнимыхъ корней xJf х2, 
и проч. . . уравненіе F (х) ~ о, будетъ имѣть и веществен­
ные корни, что произходитъ отъ того, что всѣ интегралы 

/оо Лсіх
— □о 7+а имЬюпгь главныя величины равныя нулю»

ПрилЛрві. Пусть тп и п будутъ два цѣлыя числа, и ?п<п.

Сдѣлавъ ■——— zz: а, найдется: 
г » xamdx_

U [5Іпагг+8ІпЗалг+... + 8Іп(2п-і)аЯг]=
п . sin   :—

. ■ 2п
откуда, полагая z ZZZ х2П, получимъ:
XQ4 г» za xdz__ r% x2mdx__ , г ю xQmdx_ и тг
V/ ■'о 1+z 1+* 2П — «> 1-|-хзп Sinan'

Также, выводя изъ неопредѣленныхъ величинъ интеграловъ, 
главныя ихъ величины, имѣемъ:

/со x2m d х ___
--- 00 1--- '

^[8in2«r+sin4®r+...+sin(2»-2)®r]=—” „ =--
П . tang і‘

2 71
, , />” za xdz__  x2mdx__ г 05 x2mdx__ тг

J 0 1—z 2 nj t—xan_ TlJ ——xm tanga7r’

Равнымъ образомъ, изъ доказанныхъ формулъ въ 29“ъ и Зо“ь
урокахъ, выведемъ:

23*
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r”xm~'Idx_?n — 1 r” xm adx _ (m — 1) . . , 3.2 . 1 /•“ dx __
J о (1 +x)Ä — n — mJ о (1H-X)"“(n —771)... (71 — 3) (n — 2)J o (T+xpi “ 
1.2.3 ... (тп — 1) X 1.2.3 ... (71 — 77t — l’)

1.2 . 3 . . . (ti — 1J ’
r00 dy __  2n — 3 r°° dy __
/ о (1Ч-7а)п 2n — 2^o (i+ y3)n 1
1 ■ 3.5 . .. (2 7t — 3) r“ _dy_ ' 1.3.5... (27t — 3) TT
2 . 4.6 . .. (2n — 2) J o 1 -f->a 2.4.6 .. . (2n — 2) 2 ’

f zn e~~z dz—i.2.'5...n, zn e~az dz~
f zn e az (cos b z -f- У — i sin b z) d z — —i • 2. з^.. n—
J о (а+ 6 У — l)71"* -1
/ zn &-ax CQS £ z j z —----_ cos _p. j) arc tang _ J ?

° (а’-+-Ь2) '
fo e~az cos bzdz =

„  „„ . , 7 1.2. 3... 71 .
zn e sin b z d z — ------- sin

2 k** * /
(а2Ч-Ьа)

[(«+ i)arc tang^J,

pOO __ JJo e az sin bzdz
Наконецъ, изъ формулъ доказанныхъ въ Зімъ урокѣ, выводимъ: 
во Іхъ. предполагая п четнымъ числомъ,

/I 7Г . , 1.3 . 5 ... (п — 1) тг гі-к „ ,о smnxdx^' 2.4.6.:. 7t~~F—Уо cos^xdx,

/Ѵтг „ 7 1 1 , , , тг.
о tang’lxdx = --7-^+...Z]L5=tiM_p 

во 2ХЪ. предполагая п нечетнымъ числомъ,
• п J  2.4.6...(п — 1) _ гітг ,jo smnxdx — --Z 5'— Jо cos"xdx,

7Г 11Ро tangnxdx=~~±—
Способы интегрированія показанные нами, часто доставляютъ 
средства къ преобразовавію даннаго опредѣленнаго интеграла 
въ другой простѣйшій. Такъ, напримѣръ , въ слѣдствіе фор­
мулъ выведенныхъ въ 2умъ уровѣ, имѣемъ, какова бы ни была 
функція f (х),
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(ю)

1 г50
) dx — f (ос) dx, и проч.. .. 

e~axdx—-^if хц—■’e^dx,

00 sin а тс , /ю sin тс , ■-- dxzzz —dx. и проч....

Когда, въ интегралѣ относительномъ къ перемѣнной х, функ­
цій подъ знакомъ f заключаетъ другое количество и, коего 
величина произвольная: то сіе количество ц, можно прини­
мать за новую перемѣнную , а самый интегралъ за функцію 
количества ,//., Между функціями сего рода, примѣчательна 
та, которую Г. ЛежандрЪ означилъ буквою Г, и которая, для 
положительныхъ величинъ количества р, опредѣляется ура­
вненіемъ

(іі) = e~*dz.
ЕйлерЪ и Г. ЛежандрЪ весьма много занимались изслѣдовані­
емъ свойствъ сей функцій; въ слѣдствіе выше доказаннаго, 
оная удовлетворяетъ уравненіямъ

00
-^azdz — -^> .

Г(п) cos (п. arctang ~ ) 
'e-^cosbzdz —

(і5)

п

Г(п) sin (п. arctang-) 
^e-^dnbzdz

о

п

(Ц) Jo z е а dz— Jo JT^n — —föö------ ’

въ коихъ п означаетъ цѣлое число, т другое цѣлое же число, 
но меньшее п, а р какое нибудь количество.



УРОКЪ ТРИДЦАТЬ ТРЕТІЙ.

Дифференцированіе и интегрированіе подЪ знакомЪ f. Инте­
грированіе дифференціалвнвіхЪ ввіраженій заключающихъ вЪ себЪ 

нЪсколвко перембннвіхЪ независимыхъ величинъ.

Изобразимъ чрезъ х и у двѣ независимыя перемѣнныя ве­
личины, чрезъ f (х, у') какую нибудь функцію сихъ двухъ пере­
мѣнныхъ, а чрезъ хо и X двѣ частныя величины перемѣнной 
х. Полагая Ду„«с2у, и употребляя знакоположенія приня­
тыя въ іЗмъ урокѣ, найдется:

A>/foÄx>/)ax- ^lAx>rW)dx-/f/(x>y)^=/X ^/(x^dx, 

потомъ, раздѣливъ на ady 3 и переходя къ предѣлу полагая 
а, — О, получимъ:

(О
Равнымъ образомъ имѣемъ
, х А Гх с, х , __  ex df(x,y) 3(2) d.yj Xof (.Х> у) dx—J Хо dy dx.

Изъ сихъ формулъ слѣдуетъ, что для дифференцированія 

интеграловъ f Xof (х, у) dx, /*  /(x,y)dx относительно къ у, 
надлежитъ только дифференцированіе подЪ знакомЪ f функцію 
f(x>y). Также, выводимъ и то слѣдствіе, что уравненія 

(3) f^of(x,y}dx — FQy), fxXof(x,y)dx — F(x,y),
ff (xty)dx — F (ас, у) C,
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ствовать вещественньгмъ корнямъ. Въ слѣдствіе сего, для 

F (х) — I + ха, х, zz У — I, найдется,

(18) =
а для F(x)—1—х\ xt — —і, xazz.+ i,

(19) Г„;^^=ИК-і)-Кі)]Ѵ-Т.
Сія послѣдняя формула даетъ главную величину интеграла 
входящаго въ оную.

ПримЪрвь. Пусть рь будетъ число заключающееся между 
О и 2. Если возмемъ f (х) zz (—хУ— і)^—*,  то мнимое вы­

раженіе £(х-|-уУ—і)~(у — хУ—і)^— 1 будетъ имѣть 
одну, совершенно опредѣленную величину, для всѣхъ возмож­
ныхъ положительныхъ величинъ перемѣнной у (смотри Ana­
lyse algebrique, Глав. VII); изъ формулъ же (і8) и (ід) выве­
демъ :

J Г х^—1 da?   тг
( Jo l-t-te’ ~' 2 sm(^р.тг)*

у_: (~О- =? +с- ѵ-ту;,
) ГМ X* —*dx _ 7Г cos (Jp-ir)__ 7Г
J о 1—X2 2sin(ip.7r) 2 tang (J/Л7Г)*

Подставляя z вмѣсто xs и 2 а вмѣсто рь въ послѣднія изъ ура­
вненій (so) и (2і), найдемъ опять формулы (8) и (д) 32го урока, 
которыя такимъ образомъ будутъ доказаны, равно какъ и пер­
вое изъ уравненій (іД) 33го урока, для всѣхъ возможныхъ вели­
чинъ количества а, заключающихся между предѣлами о и і.

25
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(б) yydydx=fy0F^ dy=fyJXof(.x>y) dxdy-
Дѣйствительно, изъ формулы (2) выводимъ ^/^°/^/(x,y)dydx 

— f (х, у) dx, потомъ, умноживъ обѣ части на dy, и взявъ 

интегралы относительно къ у, отъ у~у0, получимъ опять 
формулу (б)» Слѣдовательно имѣемъ

( s SfXofyJ(.x^y)dydx=fyyJxJ^y)dxdy^
7 ЩЛТЛ*>У)  dydx—fyJXof(.x^y}dxdy-

Формулы (б) и (7) показываютъ, что для интегрированія 

относительно къ у, и отъ у~у0, выраженій f(x,y)dx, 

Jх f (х,у') dx, умноженныхъ на дифференціалъ dy, надлежитъ 

интегрированіе подЪ знаколіЪ J'также отъ у~уо, функцію 
f (х, у'), умноженную на сей самый дифференціалъ.

Часто интегрированіе подъ знакомъ f, доставляетъ сред­
ство находить величины нѣкоторыхъ опредѣленныхъ инте­
граловъ, не смотря на то, что не имѣемъ возможности опре­
дѣлить соотвѣтствующія величины неопредѣленныхъ инте­

граловъ. И такъ, хотя интегралъ f ~ц^у~ •” (гдѣ рь и ѵ изо­

бражаютъ два положительныя количества) , въ функціи х и 
неизвѣстенъ, однако же можно найти опредѣленный инте­

гралъ f Дѣйствительно, для положительныхъ вели­

чинъ количества £і, имѣемъ вообще

(8) =

отсюда выводимъ, умноживъ обѣ части на d.u, потомъ взявъ 
интегралъ относительно къ рі, отъ ц, ~ ѵ ,
XX Г1 х^ — х1 dx__  , /Ц\
(9) J 0-ЦхГ--Т-1^)'
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Между таковыми интегралами, замѣчательны многіе другіе; 
опредѣлимъ величины нѣкоторыхъ изъ нихъ.

Если означимъ чрезъ а, Ъ, с положительныя количества, 
и умноживъ на da формулы 

г-00 4 Лоо п г00 2(іо) fo e~axdx = -,Jo e-axcosbxdx—-^-29fo е axsinbxdx=~-„ 

станемъ ихъ потомъ интегрировать отъ а _ с, по выше­
изложенному правилу, то найдемъ:

г е сх—е ах 7 __ 7 /а\ гж е сх—е ах _ - /а2
z ' Уо------ х------ dx — l{-),Jo ------ -------cosbxdx = ll{c2+ba)f
'-l z ) rcn е cx—e ax . i , а c

( J ------------- sm b x d x ~ аrc tang у — атс tang у.

Полагая въ сихъ формулахъ с —: о и а — со , получимъ 
г™ dx г™ у dx . у dx тт

(12) 4 V —°0’ 4 cosbx — — Jg sinbx—=-.

Также , поелику для положительныхъ величинъ количества b 
(смотри 32й урокъ), имѣемъ

Zb~' е—dz-------jqZ е az—^-+.Х}Ъ>
а слѣдовательно и 

жД—і 4 лоо -
—______.   —— / 'Га~1р—ЯК-Ь-І,,—Z J\i-t-x)b—x е z е az, 

то предполагая а, Ъ и Ъ — а положительными, выведемъ:
С Т f“ Х<1 1 Ъ—д.—і о—т. j _ — ■г’(а) а),(Іл) Jo (i-hxjb — r{b)Jo z e dz— r(b) } 

У 2?n4-l
потомъ, сдѣлавъ о _ l, и предполагая а вида—, а также 
наблюдая что Г(і) “ 1 , найдется (смотри формулу (8) 
32го урока):

л 5Г(п)Г(і-а)=£-, [Г«)Г = пг, 

( Г(%) — я —]о z~^e dz—J_M с dx. 

Теперь пусть будутъ (р (х, у) и у (х, у) двѣ функціи удовле­
творяющія уравненію
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. . d<?{x, у}__ d%(x, у)
О dy ~“ dx *

Подставляя послѣдовательно обѣ части сего уравненія вмѣсто 
функціи /(х, у) въ формулу (б), получится слѣдующая:

(Іб) /X — $(.x>y°J]dx=fyo [/(х,у)—у(х0, y)]dy.

Сія формула справедлива когда функціи <р (х, у), у(х, у) оста­
ются обѣ конечными и непрерывными относительно къ пере­
мѣннымъ х и у, между предѣлами интегрированія.

Положимъ теперь что ищемъ функцію и двухъ перемѣн­
ныхъ х и у, удовлетворяющую уравненію
(17) du—(х,у) dx-|-y (х,у) dy,

или, что все равно, двумъ слѣдующимъ:
у» z-чх du d и(18) = (19) jj=z(x,y).

Очевидно , что рѣшеніе сего вопроса будетъ только тогда 
возможно, когда формула , коей каждая часть равна 
сі2 и , . .

Ух&у'> будетъ имѣть мѣсто. Если сіе условіе выполнено: то 
предложенный вопросъ легко разрѣшится. Дѣйствительно, 
пусть Хо и уо будутъ какія нибудь частныя величины пере­
мѣнныхъ х и у, а С произвольное постоянное количество. Дабы 
удовлетворить уравненію (і 8), стоитъ только взять

(20) U=£^(xjy)dx + V,

гдѣ ѵ означаетъ произвольную функцію перемѣнной у; поелику 
же изъ формулы (2о) выводимъ
du_ Сх d<f(x,y} j dv__ fxdv(x,y} , dv . x , dv
dy -Jxo ~d^ dy -Jxo ~Tx~ dX ■+- Ö ö’

то очевидно что удовлетворимъ и уравненію (ід), если поло­
жимъ
(21) ф — /(хс>у) = о, v = /z(xc,y)dy—/Х%(хс>у)^у-ЬС
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Слѣдовательно, общая величина для функціи и будетъ:

(22) u-JxyQx,y)dx+fX(xo,yyy=fxXo^x,y) dx+fyyaX(xc,y'dy+ С. 
Когда въ предъидущихъ уроках  перемѣнимъ Мезкду собою из­
мѣняемыя хну, то получимъ другое выраженіе для функціи 
и, которое, въ слѣдствіе формулы (іб), окажется равнозначу« 
щимъ съ выраженіемъ (22).

*

Интегрированіе дифференціала функціи трехъ, четырёх!,... 
перемѣнныхъ независимыхъ количествъ, такъ же легко произ­
водится какъ и интегрированіе дифференціала функціи содер­
жащей двѣ перемѣнныя независимыя. Такъ, напримѣръ, если 
три слѣдующія условія
/ dx(x,y,z)__ d^>(x,y,z')______________ d<p{x,y,z) d<p(x,y,zy__ dy(x,y, z)
(23) dz dy » dx dz 9 dx ' dy

будутъ выполненія: то общая величина функцій и, удовлётво- 
ряющая уравненію

(24) du = $(xt y,.z)dx + %(x>y,z}dy + tp(x,yyz)Äz,- 
будетъ:

(25) и—/Хо^(х,у,г^х^^Уо%(x0,y,z)dy-^fzZo^xciyo1 z)dz±C, 
гдѣ x0, y0, Zo изображаютъ какія нибудь частныя величины 
перемѣнныхъ х, у, Z.



УРОКЪ ТРИДЦАТЬ ЧЕТВЕРТЫЙ.

Сравненіе обоихЪ родовЪ простыхъ интеграловъ, полусаелівіхЪ 
вЪ нЪкоторвіхЪ слусаяхЪ, ърезЪ двойное интегрированіе.

Положимъ чшо функціи р (х, у) и (х, у) удовлетворя­
ютъ уравненію (і5) предъидущаго урока. Интегрируя два ра­
за сіе уравненіе, именно, одинъ разъ относительно къ х, ме­
жду предѣлами хо и X, а другой разъ относительно къ у, ме­
жду предѣлами уо и У, найдется;

(О Л*  ІУ (х> У) (х> Уо)] dx =fyo Dt СХ’ У) — Z (х<р У)1 dy-
Сія послѣдняя формула показываетъ весьма примѣчательное 
отношеніе, существующее между интегралами входящими въ 
оную. Но оная перестаетъ быть справедливою, когда функ­
ціи р (х, у), у (х, у) дѣлаются безконечными для одной, или 
нѣсколькихъ системъ величинъ перемѣнныхъ х и у, заключаю­
щихся между предѣлами х ~ х0 , х~Х, иу~у0, у ~ У. 
Предположимъ сперва чшо имѣемъ одну только систему об­
ращающую въ безконечныя величины функціи р(х, у) и /(х,у); 
пусть будутъ х~а и у~Ь, частныя значенія перемѣн­
ныхъ х и у, соотвѣтствующія сей системѣ. Въ семъ част­
номъ случаѣ, выраженія , получаемыя чрезъ двойное интегри­
рованіе обѣихъ частей формулы (і5) (33го урока), могутъ 
различествовать одно отъ другаго. Но они сдѣлаются опять 
равными, если въ изчисленіи замѣняли каждый интегралъ, 
относительный къ х, общею его величиною. Примѣчанія сего 
достаточно, чтобы видѣть какимъ образомъ уравненіе (і) 
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должно быть измѣнено. Дѣйствительно, означивъ чрезъ е 
безконечно-малое число, найдется, въ настоящемъ предполо­
женіи,

(2) Ых> У)“!Р'(^Уо)] dx
t/(X’ у) — zCa-h£>y)+z(^—г>у)—Z(x0,r)] dx;

откуда выводимъ, полагая что £ безпрестанно уменьшаясь, 
стремится къ нулю,

(3) f  [р(х, Y)—$(x, у0)]dx_ f  [у(Х, у)—у (х0, у)] dy— Д, 

гдѣ величина Д опредѣляется формулой

* *

(4) ’ Д —пр. fY [%(а-^е,у)_у(а — £,y)] dy.
Въ общемъ случаѣ, количество Д будетъ равно суммѣ нѣс­
колькихъ членовъ, подобныхъ второй части уравненія (4)’

ПримЪрбп Полагая £ (х, у) — ~2>у (х,у)~ х0——і,

Xzzz і, y0“— і, У “ I, уравненія (3) и (4) даютъ: 
/г —2dx Г z2dy л л i ‘isdy

-1 Ц-Х3—J^.t+y3' А’ А----nP’J__г^+у3--  2
Легко видѣть что функціи ф (х, у), у (х, у) будутъ удовле­

творять уравненію (і5) (33го урока), если <р(х, у)dx-(-y(x, y)dy 
—f (и) du, а посему

(5) £ (ас, У) —f (“) Й’ /(х>У)=/(и)

гдѣ и означаетъ какую нибудь функцію перемѣнныхъ х, у.
Также легко удостовѣриться въ томъ, что формулы (і) и 

(3) имѣютъ мѣсто при вышеприведенныхъ условіяхъ, даже въ 
томъ случаѣ, когда функціи ф (х, у), у (х, у) будутъ мнимыя. 
Положимъ, напримѣръ , что функція f (х) есть алгебрическая, 

и что и — Х-\-уѴ — і. Изъ уравненій (5) выводимъ (х, у)



— igo —

=/(х-ДуУ — і)', я (х,7) = У- і/(®4-у У — I), а изъ 

формулы (3)

S/7 № + Y Ѵ^Т)-/(X +Л )] dx =
( V-1ІЖ+ У Ѵ“)-/(х. + у Ѵ~і)] dy-Д.

Въ сей послѣдней формулѣ, Д уничтожится , если функція 

f (х + у У — і) будетъ конечная и непрерывная для всѣхъ ве­
личинъ перемѣнныхъ, X и у, содержащихся между предѣлами 
х zz. х0, х “ X, у zzyr:, у ~ У. Но если между сими самыми 

предѣлами, функція f (х у У — і) обращается въ величину 
безконечную для системы х — а, у — Ь: то величина количе­
ства Д опредѣлится уравненіемъ (ф)> и предположивъ для 
краткости,
(7) (х—а—ЬУ—F(x), yzzb-^-ez, z<y=.— ~^’JZ—^~9

найдется: .
(8) Д —У — і np fy*  [Ка-\-Е^-уУ— і)—f(a — е-±у V—i)]dy

.-------CZ 5На+г4-(Ь4-Ег)У—1] F[a—s-hfA-hsz'lV—IT')
— У — irtp.L Л------------- y=------------------------- •—------$■ J z.° <• l-i-z/—1 — 1+zV— 1 S

Теперь пусть будетъ

z x РЕа-Н+^б-Нй)/—t] p\a —s4-(6-4-ez')'/— 

1+z/—1 —1-НзУ— 1

z__x ET(e’) — CT (0) у,(£)_у(о)
‘ i-------  e

гдѣ a СЮ> V’ (e)’ a СЛЬДоват9ЛЬНО и О'-» ßi изображаютъ количе­
ства вещественныя. Сверхъ того положимъ что У болѣе у0, и 

что. функціи F(x-\-yV— l), F (x-[-yV— і) остаются ко­
нечными и непрерывными относительно къ перемѣннымъ х 
и у между предѣлами х0, уо, У. Поелику, въ слѣдствіе фор­
мулы (у) имѣемъ,
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(е)+У-1 i/(£)—+s++f z) j ]—■F’T«—5+(Ь+fz) у — i j

zzF^a+e+yV— i)—F (а—s+yV— i),

ino очевидно, что численныя величины количествъ
будутъ также весьма малыя, равно какъ и численныя величи­
ны двухъ количествъ а, и ß, которыя могутъ быть представ­
лены въ видѣ 'бУ О *0  и г// (0 Ю’ ГУ' 0 означаетъ число мень­
шее единицы. Посему, найдется:

пр. £ (а -j- У — і) dz — np.f^ — і) dy— о,

пР- М» + У — ^'Adz—f^ [к(о) + У — 7^о)рг,

потомъ, сдѣлавъ £ ~ F (аЪ V—і')—пр. sf (а-\^ЪѴ—l-f-f), 
получимъ:

(іі) Д=У—1/__” [S5'(o)+y-I</-(o)]Hz=2fy-Ijf_” Л_—ЗяГУ^Т. 

Еслибъ имѣли уа — Ъ или Y — Ъ, то въ такомъ случаѣ слѣ­
довало бы брать, интегралъ относительный къ z въ формулѣ 
(іі), между предѣлами z ~ о, z~oo, или между предѣлами 
z — ■— ос , z ’ о, а посему величина количества Д обратилась 

бы въ я ГУ— I. Въ томъ же самомъ предположеніи, первая часть 
уравненія (б) изображаетъ главную величину интеграла неопре­

дѣленнаго, (смотри урюкъ 24)- Замѣтимъ также что а-^ЪѴ— I 
есть корень уравненія

(і2) /(х') — ±2 00.

Если бы сіе уравненіе имѣло нѣсколько такихъ корней, коихъ 
вещественныя части заключались бы между предѣлами хс, X, 

а коеффиціенты при У— I между предѣлами у0, Y: то, озна­
чивъ чрезъ Ж;, ха,.... хт сіи самые корни , а чрезъ fp fa, 
истинныя величины произведеній

(х — щ)/ (х), (х — Ха) / (х) ... (х — xw) f (х),
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соотвѣтствующія предположеніямъ х — Х1 " о, х ха —~ о...
х — хт ~ о, найдется:

(іЗ) А — 2яг + • ■ У У — I

Прибавимъ , что должно брать только половину каждаго изъ 
количествъ Г,, f2 . . . fm, когда въ соотвѣтствующемъ оному 

корню, коеффиціентъ при У—і равенъ одному изъ предѣловъ 
у0 или У.

Когда функція f (х -ф- у У — і) уничтожается, і°. для 
X zzrzt оо, каковъ бы ни былъ у; 2°. для у — оо, каковъ бы 
ни былъ х: то взявъ хо ~—со, X — -4- со , уо — О, У ~— оо, 
изъ формулы (6) выведемъ:

04) £^/O)dx = A-

ЛТ Т . Г f \ (Х^Когда функція j (х) представляется въ видѣ и если не­
уничтожающіеся члены изъ ряда f,, f2. . . fTO всѣ соотвѣтству­
ютъ корнямъ уравненія

(l5) F(x) —О:
то очевидно что выраженіе А можетъ быть представлено 
въ такомъ видѣ:
z z-х д ___ __ Г f і ___ I . I ^(хт) ~1 -./ ~(іб) А — 2 £7 Lf'(xi)^“f'Cx2)^"’ І#*

а уравненіе (іД) обращается въ слѣдующее :

f х Г00 л ___  _ Г f Оі) I f (хй) і і (хт)(17) J-«, — 2sTL2<I'(xJ) ' У(х2) •' ^(хт)_|  І-*

Во второй части сей послѣдней формулы должно принимать 
только вещественные корни уравненія (і5) и игѣ мнимые 

корни, для коихъ коеффиціенты при У—і будутъ положитель­
ные, наблюдая то , чтобы брать только половину тѣхъ изъ 

f(x,) £(х2) f(xm) ,
членовъ ряда ’ которые будутъ соотвѣт-
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ствовать вещественньімъ корнямъ. Въ слѣдствіе сего , для 

F (х) “ I х2, xs — ~Ѵ — I, найдется,

(18) =
а для F(x)—I—х2, xt — —I, х2~4-і,

(19) /_".Ä^ = j[f(-l)-f(l)]V-T.

Сія послѣдняя формула даетъ главную величину интеграла 
входящаго въ оную.

Примѣры. Пусть будетъ число заключающееся между 
О и 2. Если возмемъ £ (х) — (—х~Ѵ— і)^ *,  то мнимое вы­

раженіе f^X-j-yV—і)~(у — X У—і)^-г будетъ имѣть 
одну, совершенно опредѣленную величину, для всѣхъ возмож­
ныхъ положительныхъ величинъ перемѣнной у (смотри Ana­
lyse algebrique, Глав. VII); изъ формулъ же (і8) и (19) выве­
демъ :

JC 50 (—аУ—1 У 1 , pz z-----х п___, z /------- ,, л г” 1 dx!-*> —7+^— dx=l(~V-ir W-i/-1]/,
Z.CO X^_d_X___ TV 

do I-J-tc2 ’ 2 sin (>р,тг)*

, . \L:V-~V],

/ Г™ —Tdx__ TT COS (JP-TT)___ 7Г
' Jо 1 — x2 ' 2 sin 2 tang (i p.TT)*

Подставляя z вмѣсто x5 и 2 a вмѣсто рь въ послѣднія изъ ура­
вненій (20) и (21), найдемъ опять формулы (8) и (9) 32го урока, 
которыя такимъ образомъ будутъ доказаны, равно какъ и пер­
вое изъ уравненій (іф) 33го урока, для всѣхъ возможныхъ вели­
чинъ количества а, заключающихся между предѣлами о и г.
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УРОКЪ ТРИДЦАТЬ пятый.

Дифференцированіе опредѢленнвіхЪ интеграловъ относителвно 
кЪ переліЬннои входящей вЪ функцію находящуюся подЪ зна­
комъ между предѣлами интегрированія. Интегрален венсшихЪ 

порядковъ для функцій содержащихъ одну перемѣнную.

Пусть будетъ

(і) A—f^f(x,z)dz
опредѣленный интегралъ относительно къ z. Если въ семъ 
интегралѣ, будемъ измѣнять отдѣльно, и независимо одно отъ 
другаго , три количества Z, Zo, X: то въ слѣдствіе формулъ 
(5) (26го урока), и формулы (2) (33го урока), получимъ:

(2) g=/(x,Z),

Полагая же что оба количества z0 и Z дѣлаются функціями 
перемѣнной х, и принимая посему Л за функцію одной только 
измѣняемой х, найдется:

(3) й =ÄZ z.)S-

Въ частномъ случаѣ, когда z0 будетъ постоянное количе­
ство, a f(x, Z) равна нулю, то просто будетъ:

(4) /О> z) dz dz.
Примѣрѣ. Означимъ чрезъ х0 частную, постоянную величину 

перемѣнной х, и положимъ z0—х0, Z—х,/(х, z)—(х—-z)mJ(z); 
получимъ формулу
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(5) rJZ — — (x — z)m !f(z)dz,

изъ коей выведемъ

(6) /Х-С (x — z)m“7(z) dzdx — ^Ц (x - z)mf(z) dz, 

и

(7) Я£ (  - d^x (x - dz+C,*

гдѣ С изображаетъ постоянное произвольное количество. Если 
возмемъ тп равнымъ единицѣ: то въ силу формулы (б) полу­
чимъ:
(8) fxjxj^dzdx— f a(x — z)f(z)dz.*

Теперь легко рѣшить слѣдующую задачу:

Задача. Найти общую величину перемѣнной у} удовлетво­
ряющую уравненію
(9) £?=/<»•

Рѣшеніе. Поелику уравненіе (9) можетъ быть изображено 
въ видѣ

d ~f(x) dx>

то интегрируя обѣ части онаго относительно къ х, выведемъ

—ff(^x) dх —fXof(x) dx-\-Cj

или, что все равно,

(ю) gy=/^(z)dz + c.

Интегрируя опять относительно къ перемѣнной х нѣсколько 
разъ сряду, между предѣлами х0, х, сверхъ того, соображаясь 
съ формулами (б) и (8), и придавая постоянное произвольное 
количество послѣ каждаго интегрированія, найдется посте­
пенно :

25*
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Id^~ аУ Гх s ' rf ч 1 , z х,d^i=JXo (x — z)f(z) d z 4- c (x — x0) + Cl, 
fx <x~oa rr„\ 1 „ I -(* —yo)*  I Z x .

dxn~~3‘—Jxo 1.2 f(.z)dZ-j-C~ 12 + Cj (x Xo)-|-C2,

и проч ...
dZ — fx (x-z~)n~~2 yo)u~3 , (x-x0)n—3 (x-xoyi—4dx~Jxo 1.2.3...(nr-2)J\ZJaz'T'C 1.2...(n-2) ~rCi 1.2...(n-3) +Csi.2...(n—4) +”+c7I— P 

и наконецъ
z X __  fX <X—х)П~1 rz x , . (X— xo)n~1 , (x—X О)Я—»
(l2) У-- Jxa1.2.3...{n-l)f^) dz-\-C

(X—Xo)n—3
+ C2 1.2...(b-3) • • 4~ cn— I (x Xo) -j- Cn,

гдѣ c, c1, c2. . . cn_2, cn изображаютъ различныя постоянныя
произвольныя количества. Замѣтимъ также что опредѣлен­
ный интегралъ заключающійся во второй части уравненія (і2), 
легко можетъ быть приведенъ къ другому виду помощію фор­
мулы (і7) (22го урока). Дѣйствительно, подставивъ въ сію 
формулу z вмѣсто х, и х вмѣсто X, получимъ

(>5) C/СЮ dz =fy^f(xa + z) dz =jy°f (x~z)dz,
и слѣдовательно
z px (x—и)я—i / 4 7   rx— x0 (x—x0—z)n~1 - . , 4,
(*4)  Xq t.2.3...(n— 1)/ (Z) 1.2.3...(n—1) f (Xo “H Z)dz

-~ fx-xo —  - f (x _ z\ d z.
1.2.3...(n—1)J '

Полагая, для большей простоты, х0~о, величина перемѣн­
ной у, опредѣляемая уравненіемъ (і2), обратится въ слѣдующую: 
z -.х ___ ГХ (х—z)n—1 с Лп—X ХП—а
(і5) у-- i.2.3...fn-l)/(Z) 1.2...^-1)4" Сі Г.2...(п-2)

Ч- с2 І~2...(п-3) Ч- • • • Ч- сп— Г х -Ь СП’

и формула (іД), въ семъ предположеніи, приметъ видъ .

О6) fo Г2Хз.щп-^/О0 dz —ті:'з.:.(п-Г)/— z) dz‘
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Когда употребляемъ неопредѣленные интегралы, и желаемъ 
только показать послѣдовательныя интегрированія: то вели­
чины функцій

-- Іу $П 2у £П — Зу
dx^1 *'' dSC»^’ dx™—1*’ И ПР0Ч‘ • • • У>

l + z'f(z)dz...±P°

или, что все равно,

(2°) /*о . ./ (х) d Хп =2

~ ПГ xn~Sfxo rf(&dx.. ±J*o xn-y(x)dx^ .

Сію послѣднюю формулу можно непосредственно вывеешь по­
мощію нѣсколькихъ интегрированій по частямъ.

Теперь пусть F (х) будетъ частная величина перемѣнной 
у, удовлетворяющая уравненію (ф), такъ что

выведенныя изъ уравненія (д), изображаются слѣдующимъ

//(x)cZx, f.ff(x)dx.dx, f.f.ff(x')dx.dx.dxJ 
и проч. • .•/./•/•••// (х) dx . . . dx . dx . dx.

Сіи послѣднія выраженія называются интегралами перваго, 
втораго, третьяго . . . порядка, и наконецъ пго порядка, отно­
сительно къ перемѣнной х. Для краткости, мы условимся 
впредь означать ихъ знакоположеніями

(17) Я(х) d х, fff(x) d х\ ffff(x) dx3 *,.. .ff.. .f(x) d xn, 
и вмѣсто сихъ послѣднихъ будемъ употреблять слѣдующія: 

о*)  pj^dx', pj:j:j(x>dx^^^

когда каждое интегрированіе относительно къ х, будетъ про­
изведено между предѣлами х0, х. Песему имѣемъ:

(1£>) /х’Д- • SOO d3c" =С =



— ig8 —

(21) F{n) &)—f fa).
Если F (x), и ея послѣдовательныя производныя, допроизвод-. 
ной пго порядка, будутъ непрерывныя между предѣлами х0, 
х: то полагая въ формулахъ (іо), (и) и (12) х~х0, най-

(22) <=р-”(«л с,=рт-"(х0), с^-‘\х.),..еп_^(х.),сп=Р(х^, 
и формула (12) даетъ

(23) F (xj = F (х.) + F (хс) + ... +'^-5 рт—•> (xj

Изъ сей послѣдней, соединенной съ уравненіемъ (19), выводит­
ся слѣдующая формула:
(М) ZX -/(x)<lx"==F(x)-Kx0) - F(xJ F"(xo)...

___ Р(П—х) z х
1.2.3...(n—1) х

заключающая, какъ частный случай, формулу (17) (26го урока).
Предполагая х0 — О, уравненіе (24) приводится къ
(25) /X £ • • •-/(«) dx" = F W 7 F(°) -TF (°) 

(0) - ■ • • - (о).

ПримЪро. Пусть F (х) — ех; имѣемъ f (х) — F<n) (х) — ех, 
и слѣдственно
л Iх Гх 1 ~ х XZ хП 1 Сх (х——1 ~ 7
(2Ѳ /о /о •••е dx —е —і—7”Т2,*, —и.з’.(п—і)—/о і?2.з...(п—і)е ^z-



УРОКЪ ТРИДЦАТЬ ШЕСТОЙ.

Преобразованіе какихЪ ни-еств функцій перемѣнной х или х-Ді 
вЪ цЪлвьл функціи перемѣнной х или h, сЪ дополнителвнвімЪ 
опреДЪленнвімЪ Интеграломъ. Другіл выраженія длл сихЪ 

салівсхЪ Интеграловъ.

Если въ уравненіе (23) предъидущаго урока , подставимъ 
вмѣсто функціи f (z) величину оной F(n) (z), выведенную изъ 
формулы (2і): то, при тѣхъ же самыхъ условіяхъ, найдется:

+ («.)+£ W dz-

потомъ, взявъ х0_ о,
(2) F(x)=:F(o)+5F(o) + gF-'(o) + ...

+ рт~‘> <°) +ZT FW

Полагая теперь F (аз) — f (аз -]- 7г) , и измѣняя порядокъ буквъ 
х и h, получимъ уравненіе:

(3) f(x + h) =.f(x) +У' (х) +ЙГ (х) + ...

+ 1-3^z-1)7l—’(х)+4Л С« + г) dz,
въ которомъ послѣдній членъ можетъ быть представленъ въ 
различныхъ видахъ , ибо (въ слѣдствіе формулъ (14) и (ід) 
35го урока) имѣемъ:

(4) 1
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Въ уравненіи (3) предполагается, что функціи f (х z), 
+ z), . . ./(п) (ас 4“ z)> суть непрерывныя между предѣлами 

z*zzo,  z^h. Можно вывести оное непосредственно изъ фор­
мулы (і),. полагая xzZ2x„-{-h, потомъ, поставляя х вмѣсто 
х0, а f вмѣсто F. Въ такомъ случаѣ, послѣдній членъ второй 
части, обратится въ третій изъ интеграловъ заключающихся 
въ формулѣ (Д).

Впрочемъ, можно прямо доказать уравненіе (3), посред­
ствомъ нѣсколькихъ интегрированій по частямъ, придержи­
ваясь способа изложеннаго Г. Прони въ разсужденіи напеча­
танномъ въ і8о5 году. Дѣйствительно, подставляя сперва въ 
формулу (3) предъидущаго урока, xQ-\~h вмѣсто х, а потомъ 
х вмѣсто х0, получимъ:

(5) f°f(x -+-z)d z-~f°f(x -\-h—-z) d'z;
слѣдовательно

(6) J(x + h) —f(x) (x + z)dz (x + h — zjdz.
Интегрируя по частямъ нѣсколько разъ сряду, имѣемъ:

(7) /ГО + h — z) dz “ 7/(х 4- h — z) -i-h — z)dz
Q 2= (x-\-h — z) (x 4- h — z) 4-/ Jz//(x 4- h — z) dz

~ и проч. . . .

— 5/(x4-/i — z)-4-^///(x4-7i — z).. .

+ 7.24^4(x-4/г—z)-f-/ о:;.(4=Г) /(n) (x4-7z—z)dz, 
потомъ , производя каждое интегрированіе между предѣлами 
Zrzо, z~h> и предполагая что функціи/(x-|-z),/Z(x-+~z).-. 
fw (х 4- z) , остаются непрерывными между сими самыми 
предѣлами, получимъ:
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(8) /0Ѵ(® + ^ —z)dz = r/(x)+^//(x). ..

+ ,J^ö f<n~" <*>  +-С ..^°4-‘-.; /“(’+*-  *)
Легко видѣть теперь, что изъ формулы (б), выводится 

уравненіе, которое будетъ согласоваться, въ слѣдствіе формулы 
(4), съ уравненіемъ (3). Сей же самый способъ можетъ еще 
служить для доказательства уравненія (2).

Интегралы заключающіеся во вторыхъ частяхъ формулъ 
(2) и (3), не только могутъ быть замѣнены нѣсколькими 
другими, подобными тѣмъ интеграламъ, которые формула (4) 
содержитъ; но изъ уравненія (іЗ) (23го урока), должно еще за­
ключить , что они равны двумъ произведеніямъ слѣдующаго 
вида:

(9) F‘” ffx) /; d z = F<«> ff x),

(10) /■”(«+(  + W>*

гдѣ Q означаетъ неизвѣстное число, которое будучи менѣе еди­
ницы, можетъ впрочемъ различествовать для каждаго произ­
веденія. Слѣдовательно имѣемъ

(х I) F(x) = F(o) +...
—I

+ F' (°) + F”’ («»)•

(І2) /(х + А)=/(х)+гГ(х)+ЙГ(х) + .. .

W++ W-
Необходимо замѣтить, что функція F(x) и ея послѣдователь­
ныя производныя , должны быть йепрерывныя , въ формулѣ 
(іі), между предѣлами О, X; а функція f (х -ф- z') и ея послѣ­
довательныя производныя, въ формулѣ (і'2), между предѣлами 
z ~ о, z ~ h.

26
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Теперь пусть будетъ и ~/(х, у, z ...) функція нѣсколь­
кихъ перемѣнныхъ независимыхъ величинъ х, у, z . . и поло­
жимъ

(іЗ) F(<x) — f(x -f- adx, у + ady, z-\~ adz,..
Подставляя а вмѣсто х, въ формулу (іі), выведемъ изъ оной, 
въ силу правилъ доказанныхъ въ іДм* урокѣ , 
(іД) /(х -|- adx, у -|- ady, z 4- adz,...)

Если предположимъ, что количество а есть безконечно-малое, 
то и разность

F(n) (0 а) — F(n) (о) или F(71) (ßa) — dnu 

будетъ также безконечно-малая; означивъ оную чрезъ ß, полу­
чится
(і5)' f(x -f- adx, у -|- ady, z -|- adz,...)

гdu + d'u... Н- dn~lц4-ГГз~п

Когда вмѣсто нѣсколькихъ перемѣнныхъ независимыхъ, воз- 
мемъ только одну измѣняемую х, и положимъ у —f (х) : то 
получимъ формулу

(l6)f(x+adx)=yy- т dy+ d2y+.. •+ •

Положимъ теперь, что для частной величины х ZT х0, 
функція /(х) и ея послѣдовательныя производныя до произ­
водной п — I порядка , всѣ уничтожаются. Въ семъ случаѣ, 
изъ формулы (і2), выводимъ:

А7*
(17) Ж + Л) = г:2з7П/(”’(^ + 9'>);

потомъ, подставляя въ сію послѣднюю формулу вмѣсто конеч­
наго количества h, безконечно-малое і, получимъ
(18) /(^ + і) = ГК^п/(’,(^ + «і)-
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Когда , между функціями f (x), f (x) . ,. (x) , одна
только первая не уничтожается для Х~х0, то очевидно, что 
вмѣсто уравненія (і8), должно принимать слѣдующее: 

(19) /Оо-Н) — ЛО — (Х-НО-

Если, въ томъ же самомъ предположеніи, напишемъ X вмѣ­
сто х0, и сдѣлаемъ f (х) ZZ у, Дх — і 7ZZ ah: то уравненіе (і§) 
получитъ видъ

ffH
(2о) = 172.3...« (dny + .
гдѣ ß, равно какъ и а, означаютъ количества безконечно-ма­
лыя.-Изъ уравненія (іб) можно также вывести формулу (2о), 
наблюдая что для величины перемѣнной х , обращающей въ 
нуль производныя функціи f/(x'), f<'/ (х) • • .J'(n—J) (х), равнымъ 
образомъ уничтожаются и дифференціалы dy, d7y. . . dn~ty.

Уравненіе (20) доставляетъ средство къ рѣшенію ф“ задачи 
6го урока, во многихъ случаяхъ, когда способъ, который мы прежде 
изложили, недостаточенъ. И дѣйствительно, предположимъ 
что у и z означаютъ двѣ функціи перемѣнной х, и что 
для частнаго значенія X, напримѣръ х ~ хс, не только 

_ й 0 . а/
дробь 5~~ обращается въ у, но и слѣдующія еще дроби : 
z" z(m— і) .
у/’’ ’ у(т~і'р Въ такомъ случаѣ, полагая 2лх _ adx, и изобра­
зивъ чрезъ ßt у, два безконечно-малыя количества, получимъ, 
ДЛЯ Х2=ХО,

(21) Ду — -.-“2(dmy-Ь ^z = 1-~~(dmz + 7).
, л z+Дй Да dm z-j-y_ dmz_ ,
(22) S — np. — nP-Xy —nP’ — d^y — J<m>‘

Примѣрѣ, ^ля x 22: о, будемъ имѣть
sina X C?Sfsinax) _ 2 (cos® X sin® x)   2

1 — cos x d1 (1 — eos x~) ~~ cos x,

26*



УРОКЪ ТРИДЦАТЬ СЕДЬМОЙ.

Тейлорова и Маклоренова шеорембі. Распространеніе сихЪ 
теоремЪ на функціи нЪсколвкихЪ переліЪннбіхЪ.

БезконеѵнбімЪ рядомЪ или строкою называется совокуп­
ность безконечнаго числа членовъ
(l) щ, щ, u2....un, и проч. ...
выводимыхъ одинъ изъ другаго по извѣстному закону. Изобра­
зимъ чрезъ

5 u„ -4- u, -4- и -4- .. .. -4- и
сумму п первыхъ членовъ, гдѣ п означаетъ какое ни есть цѣ­
лое, положительное число. Если, для величинъ количества п 
возрастающихъ по произволенію, сумма sn будетъ постепен­
но приближаться къ нѣкоторому предѣлу 5: то безконечный 
рядъ получаетъ названіе сходящагося ряда, а предѣлъ sf изо­
бражаемый слѣдующимъ образомъ:

Цо + иі + и2 + и3 + и проч.
именуется его сулемою. Напротивъ того, если сумма $п не 
приближается ни къ какому опредѣленному предѣлу, между 
тѣмъ какъ п увеличивается до безконечности : то безконеч­
ный рядъ называется расходящимся рядолсб, и не имѣетъ ■ 
уже тогда суммы. Въ томъ и другомъ случаѣ, членъ соот­
вѣтствующій указателю п, именно ип, именуется общимЪ 
ѵленомЪ. Сверхъ того , если въ первомъ предположеніи воз- 
мемъ 5 ~ Sn -j- rn: то гп будетъ изображать остаток?) безко­
нечнаго ряда, отъ пго члена.
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условившись въ сихъ опредѣленіяхъ, изъ формулъ (2) и 
(3) (36го урока) выводимъ то слѣдствіе, что безконечные ряды

(2) F(o), (о), Г2р" (о), (°)> и проч. • • • >

(з) /W> 1/(•)>  к nP'j'1-■■■ >*
будутъ сходящіеся, и сверхъ того сумма перваго будетъ равна 
F(x), а втораго / (л?-j-/г), когда величины двухъ интеграловъ 

(4) К Fa' dz = Г&іF<"' О),

(5) f

будутъ стремиться, для безконечно-возрастающихъ величинъ 
количества п, къ предѣлу нуль. Въ слѣдствіе сего найдемъ:

(6) F;..j=P(oj+'F(o)+^"w-Ei^4T и проч..., 

если выраженіе (4) уничтожается для безконечныхъ величинъ 
количества п; также

(7) + + и проч....

если выраженіе (5) удовлетворяетъ сему же самому условію. 
Формулы (6) и (7) заключаютъ въ себѣ теоремы Маклорена 
и Тейлора. Когда интегралы (4) и (5) удовлетворяютъ пред­
писаннымъ условіямъ: то теоремы сіи служатъ къ разложенію 
двухъ функцій F (х) и f(x Н-А) въ безконечные ряды, про­
стирающіеся по цѣлымъ и восходящимъ степенямъ количествъ 
х и h. Остатки же сихъ безконечныхъ рядовъ опредѣляются 
двумя интегралами, о коихъ мы сей-часъ упомянули.

Изобразимъ теперь чрезъ и (х, у, z ...) функцію нѣсколь­
кихъ перемѣнныхъ независимыхъ величинъ х, у, z •. . ; вмѣ­
сто уравненій (2) и (5) предъидущаго урока , должно будетъ 
теперь употребить уравненіе (і4)> которое даетъ:
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(8) /(»+ adx, y-+-ady, z-{- adz, ...)
___ , а , . а2 а3 ,— 1 du-f-p^du-j- — d’u-j-H проч...,

an
если только членъ ^;3—F(n> (0a), или, лучше, интегралъ

(S) f'(̂ ^yFw(y)dv,
изображаемый симъ членомъ, будетъ уничтожаться для без­
конечныхъ величинъ количества п. Посему , полагая а ~ і, 
найдется :
(io)/(x+dx, y-(-dy, г+^,...)=и-Ьу + |^Ч-^4- и проч....; 

сія послѣдняя формула будетъ имѣть мѣсто, если интегралъ 

(ч)
удовлетворяетъ вышеупомянутому условію. Когда вмѣсто 
нѣсколькихъ перемѣнныхъ независимыхъ х, у, z . . . возмется 
одна только перемѣнная х; то уравненіе (іо) получитъ 
видъ

(12) /(x+dx)=zu+у-і-^72-+-^+И проч...

Сіе уравненіе будетъ равнозначущее съ уравненіемъ (7), то 
есть, съ Тейлоровою формулою. Полагая въ семъ уравненіи х 
равнымъ нулю, и поставляя потомъ а вмѣсто dx, получится 
теорема Маклорена. Прибавимъ, что уравненіе (іо), а так­
же и то, которое выведется изъ онаго, когда вмѣсто X,у, Z... 
поставимъ нули, а вмѣсто dx, dy, dz.. . величины X, у, z... 
даютъ средство распространить теоремы Тейлора и Мекло- 
рена на функціи нѣсколькихъ перемѣнныхъ. Замѣтимъ еще, что 
уравненія (б), (8), (ю), (і2) равнозначуіци съ уравненіями 
(4), (6), (7), (8) (19го урока), въ томъ случаѣ, когда F(x) и /(х) 
изображаютъ цѣлыя функціи, степени п относительно къ х.

Поелику, въ слѣдствіе формулы (ід) (22го урока), интег­
ралъ (4) равенъ произведенію вида
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(■3) О),

гдѣ $ есть число меньшее единицы: то ясно, что для безко­
нечныхъ величинъ количества щ сей интегралъ уничтожается,, 
если функція

(14) ,£Eg^(n)(s)

обратится въ нуль для всѣхъ величинъ количества z, заклю­
чающихся между предѣлами о и х. Очевидно, что сіе послѣд­
нее условіе будетъ выполнено, когда численная величина выра­
женія Fw (0х) предполагаемаго вещественнымъ, или модуль 
сего выраженія если оное будетъ мнимое, не будетъ возра­
стать до безконечности, между тѣмъ какъ п будетъ увеличи­
ваться. И дѣйствительно, поелику количество т (п— 
(П \2 /П \2і) —\2—т) яозрастаетъ вмѣстѣ съ числомъ zn, между пре­_ п
дѣлами тп— I, т — р и какъ посему

п— 1
і.(п—1)<2.(п—2)<3.(п—5)<..., 1.2.3...(п—і)>(п—і) 2 :

то утвердительно можно сказать, что численная величина, 
или модуль выраженія (іД), будетъ всегда меньше численной 
величины, или модуля произведенія

(
X — 2\ П- 1

. произведеніе же сіе обратится въ нуль въ принятомъ предпо­
ложеніи, именно для п zz: оо.

ПримЬрві. Полагая постепенно
F (х) zzz ех, F (х) ~ sin х, F (х) zzz cos х,

найдемъ, для соотвѣтствующихъ величинъ функціи К(п)(0хф 
слѣдующія выраженія:

e«, sm(— Ч-^хф cos (-^--4- Qx).
Такъ какъ сіи послѣднія количества остаются конечными 

при всякой величинѣ для X, между тѣмъ какъ п увеличивает-
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ся: то изъ сего заключаемъ, чшо теорема Маклорена можетъ 
быть всегда приложена къ тремъ вышеприведеннымъ функ­
ціямъ. Въ слѣдствіе сего будемъ имѣть, для какихъ ни есть 
величинъ перемѣнной х, и для положительныхъ величинъ ко­
личества А,

(Іб) хаМа і x*Q.A} 3
----с < '----  і-р t і 1.2 і 1.2.3 '

„ х • . , X , X . /7Гх I Xя . /2чгх t X*  . /Эттх I(17) smx—sin(o)+Tsin(2) -h^sin(—)+—2^sm(—)4-и проч.
X X3 i X4

= Г-137з + гГзДл“ и ПР°Ч-
(l8) COS X — COS (о) 4- і- COS (2 ) +COS (у) 4"^ COS (у)+ и прон.

--- т —-і---- --------И проч. ---- 1___ 1.2 1.2.3.4----------- г
Когда функція F(n) (фх), для безконечныхъ величинъ количес­
тва п, обращается въ безконечность: то выраженіе (1Д) мо­
жетъ иногда приближаться къ предѣлу нуль. Сіе случится, 
напримѣръ для F(x) ~ I (і -}- х) , когда перемѣнной X припи­
шутся величины меньшія единицы. Дѣйствительно, предпо­
лагая z~Qx, (X I, х2-< і, получимъ въ семъ случаѣ,
X х (х — z)n 1 , х___ , Дх — z)w~* х71““1/1 — 0 #Oö) 1.2.3. Дп—1) & --------- '(1+з)п 1 — ’

1 — в
но какъ дробь у очевидно будетъ меньше единицы, то 
ясно,, что выраженіе (ід) уничтожится, когда возмемъ П”00. 
Слѣдственно, для всѣхъ величинъ перемѣнной х заключающих­
ся между предѣлами — I и -f- і, будемъ имѣть:

(20) Z(l4-x)zzzJ— ^-4-у — И проч. ...



УРОКЪ ТРИДЦАТЬ осьмой.

Правила относящіяся кЪ сходящимся рядамЪ. Приложеніе 
сихЪ правилЪ кЪ Маклореновой теоремѣ.

Займемся изысканіемъ условій при которыхъ какой ни-яептт, 

безконечный рядъ будетъ сходящійся. Сіе изысканіе весьма 
важно , ибо когда желаемъ разложить какую-либо функцію 
въ безконечный рядъ: то необходимо, чтобы сей рядъ былъ 
сходящійся, иначе оный не будетъ выражать величины данной 
функціи, то есть, функція не будетъ равна своему разложенію. 
Такъ, напримѣръ, уравненія (б) и (7) будутъ имѣть мѣсто 
только въ такомъ случаѣ , когда ряды (2) и (3) будутъ схо­
дящіеся.

Одинъ изъ простѣйшихъ рядовъ есть геометрическая про­
грессія
(і) а, ах, ах\ и проч....
которой общій членъ есть ахп. Сумма же П первыхъ членовъ 
сей прогрессіи, равна

Z , > 2 t I п_ і\ і — хп__  а ахпа(і+х-4-х2-4-...-4-х ) — а-------- :--------------------------.\ I I 1 1 У 1 — X 1-- X 1---X

Ежели предположимъ, что численная величина х, или модуль 
сей величины когда она будетъ мнимая, меньше единицы: 

. а ахп '
то оная сумма Т і — я? ПРИ возрастающихъ величинахъ п, 

будетъ приближаться къ предѣлу , и въ семъ случаѣ рядъ ’ 
(і) будетъ сходящійся. Если же численная величина х, или 
ея модуль когда она есть мнимая, будетъ больше единицы:

27
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то сумма съ увеличеніемъ п, будетъ непрестанно
увеличиваться , и превзойдетъ наконецъ всякую данную вели­
чину. Въ семъ послѣднемъ случаѣ, рядъ (і) будетъ непремѣн­
но расходящійся. Въ обоихъ случаяхъ^ величина а можетъ быть 
вещественная, или мнимая.

Теперь разсмотримъ рядъ

(2) и0, щ, и3, и3.Л .ип, и проч....

составленный изъ какихъ ни-есть вещественныхъ , или мни­
мыхъ членовъ. Дабы судить, будетъ ли сей рядъ сходящійся, 
или расходящійся: то нѣтъ никакой надобности разсматри­
вать первые его члены; молено начать съ слѣдующихъ: 

(3) ит, ит+,, ит^2, и проч....
гдѣ т можетъ означать число, столь великое, сколько по­
желаемъ. Изобразимъ чрезъ р численную величину, или модуль 
общаго члена ия; очевидно что рядъ (3), будетъ сходящійся, 
или расходящійся, при тѣхъ же условіяхъ какъ и рядъ модулей 

(4) (’m, (’m-HJ, (W и проч. . . .
На семъ основаніи, легко вывести двѣ слѣдующія теоремы:

і* я Теорема. Изобразивъ чрезЪ 2 предЪлЪ» или наиболвшій 
изЪ предѣловъ, кЪ которому, или кЪ которвімЪ стремится ве- 

1
личина (рп)га, между тѢмЪ какЪ п увеличивается: окажется» 
что строка (2) будетЪ сходящаяся если 2< і , а расходя­
щаяся, когда 2 >■ I.

’ і

Доказателвство. Положимъ сперва 2<І5 количество (р„)п, 
съ увеличеніемъ п, не можетъ непрестанно приближаться 
къ предѣлу 2, не сдѣлавшись меньше такого числа zz, которое 
удовлетворяетъ условію 2 < LI ■< I. Слѣдовательно , можно 
всегда дашь числу т такую большую величину, что положивъ
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1

п — in, будемъ имѣть постоянно <^, Очевидно,
что тогда члены строки (4), будутъ менѣе соотвѣтствую­
щихъ имъ членовъ слѣдующей геометрической прогрессіи:
(5) и проч. . . . ;
но какъ сія послѣдняя строка, по причинѣ < I , есть схо­
дящаяся, то и рядъ (д) непремѣнно долженъ быть также схо­
дящійся.

Предположимъ теперь, что Л > І> и возмемъ число у, такое,
1

чтобы Z > I. Очевидно, что величина съ непрестан­
нымъ увеличеніемъ количества п, нё можетъ безконечно при­
ближаться къ Z, не превзойдя наконецъ ; слѣдовательно, 

1

при весьма большой величинѣ п, необходимо будетъ (^п)п LI, 
или pn>zzn>I, и окажется, что рядъ (Д) будетъ содержать 
безконечное число членовъ превышающихъ единицу ; сего до­
статочно для удостовѣренія въ томъ, что ряды (2), (3) и 
(4) расходящіеся.

2 я Теорема. Если отношеніе приближается, сЪ непре­
станнымЪ увелисеніелсЪ п, кЪ постаянноліу предѣлу Z: то рядѣ 
(2) будетЪ сходящійся вЪ толіЪ слусаѣ, когда Z < I, а расхо­
дящійся, когда Л > !•

Доказательство. Выберемъ по произволенію чивло е мень­
шее разности вщжду I и Z. Очевидно, что можно взять та­
кое число т, что положивъ п равнымъ т, или п болѣе т, 
соотвѣтствующая величина отношенія —— , будетъ заключать­
ся между предѣлами Z—£, Слѣдовательно величины
членовъ строки (4) будутъ заключаться, между величинами 
соотвѣтствующихъ имъ членовъ двухъ слѣдующихъ геометри­
ческихъ прогрессій:

27 *
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Qm, (X — г), дт (X — e)2, Qm (X — «)5, и проч... .
()та, дт (X -Ь e), (X 4“ Fy, ()m(h-\-Fy, и проч.... 

которыя, при Х< I , сушь обѣ сходящіеся, а когда X >• I, то 
онѣ будутъ обѣ расходящіеся. Слѣдовательно, и проч. . . .

1

Прилеганіе. Легко доказать, что выраженія и ((?п)п, 
съ увеличеніемъ п, приближаются къ одному и тому же пре­
дѣлу, если сей предѣлъ есть опредѣленное количество. (Сліо- 
три Analyse algebrique, Гл. VI).

Приложивъ теоремы (і) и (2) къ Маклоренову ряду

(6) F(o), jF'(o), г5гз^(о), и проч....

получимъ слѣдующее предложеніе:

3"я Теореліа. ОзначиліЪ чрезЪ оп численную величину, или 
ліодуле производной функціи Fn) (о) , и чрезЪ X предЪлЪ кЪ ко- 
тороліу непрестанно стреліится наиболвшая изо величинъ от­
ношенія при непрестанноллЪ увеличеніи количествам щ рядЪ 
(б) будетЪ сходящійся, кое да численная величина, или люду ле 
количества х будетЪ ліенЪе а расходящійся, когда оная ее-

1личина, или онвій людулв превзойдетъ За число X люжно 
будетЪ взятв величину отношенія при п~оо.

ПриліЪрві. Полагая послѣдовательно

F(x)~ex, F(x)~ sinx, F(x)~cosx, F(x)±=Z(i+x), F(x)=(i4-x)M', 
гдѣ ц есть количество постоянное, увидимъ что соотвѣт­

ствующія величины дроби будутъ,

00 , 00 , 00, 1, 1.

Слѣдовательно , ряды представляемые уравненіями (іб), 
(17), (і8) (37го урока) будутъ сходящіеся между предѣлами 
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х. — — оо, xzzz-f-oo, т0 есть , для какихъ ни-есшь величинъ 
перемѣнной X. Напротивъ того, рядъ
, х ц —О 2 CG-1- 2) з Р(Р* •пЧ-1)
(?) !> 1 X1 ^.2~X, 1.2.3 Х 1.2.3...U Х> И ПРОЧ.

и тотъ, который представленъ формулой (20) (37го урока), 
будутъ сходящіеся при вещественныхъ величинахъ х, только 
между предѣлами х ~~ — I, X “ -ф- I.

Мы уже замѣтили, что когда х есть величина вещественная, 
когда количество z заключается между предѣлами о и х, и когда 

функція 123 дѣлается равною нулю при п безко­

нечномъ: то сумма ряда (6) равняется F (х). Изъ сказан­

наго же нами въ семъ урокѣ слѣдуетъ, что функція ~і)2-3о 

будетъ равняться нулю, прип~оо, когда, при п неопредѣлен­
номъ, оная будетъ общимъ членомъ сходящагося ряда, то есть, 
когда, по 3"й теоремѣ, численная величина выраженія 
/о\ x — z 7^п—фа)
w) п

съ увеличеніемъ п, будетъ приближаться къ предѣлу мень­
шему единицы.

ПримЪрЪ. Пусть будетъ F(x) “ (і-|-х)ф гдѣ и есть по­
стоянное количество. Подставивъ въ выраженіе (8) 0х вмѣсто 
Z, получимъ выраженіе

1 — 0 ц п  1 — 0 ( Цх
х Г+0Х ~п~-- Х1 + 0Ä X1 й/’

которое, для возрастающихъ величинъ количества п, будетъ
_ , 1 — 0

приближаться къ предѣлу имѣющему видъ — числен­

ная величина онаго предѣла будетъ меньше единицы, предпо­
лагая Х2< I. Слѣдовательно, при семъ условіи, имѣемъ 
/.X Л_ і „ХИ-   Р’ I Р(Р —і) , , 1)(ц —2) , ,—--------- -------------------------- X -f- и проч....W к*  Г "у  ІГ1 .ѵ—j— 1.2 * I 1.2.3

Равнымъ образомъ докажется, что уравненіе
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, , su.   , M- —1) , цО-ССц-г) r , ;
(io) (І-Ьах)и—1+ ~ах-h f/g“"’a x + ГГз а 35 + и проч.... 

имѣетъ мѣсто , для вещественныхъ , или мнимыхъ величинъ 
постояннаго количества а, когда численная величина перемѣн­

ной х, будетъ меньше численной величины, или модуля дроби

Не должно заключать что рядъ (б), предполагаемый схо­
дящимся, имѣетъ всегда суммою F(x), и что F(x) равна нулю, 
когда всѣ члены сего ряда уничтожаются (*).  Въ против­
номъ можно удостовѣриться разсматривая функціи F (х) “ 

/Ц3 _ 2 '

(*) Переводя сіе сочиненіе, я долгомъ поставилъ себѣ ни вЪ какомЪ случаѣ не от­
ступать отЪ подлинника ; по сему сохранено здѣсь сіе замѣчаніе , хотя вЪ 
справедливости онаго Математики и не соглашаются сЪ г. Коши. Возраженія, 
сдѣланныя посему предмету Г. ПоассонЪ, можно видѣть вЪ Bulletin delaSociete 
Phylomatique de Paris, 1822 г. на стран. 84 — 85.

Примѣчаніе переводчика.

е *х,  и F(x)—е х -f-е w ; первая не будетъ тожественно 
равна нулю, не смотря на то, что каждый членъ ея разложенія

z _ 3 -г-У 
уничтожается отдѣльно; вторая же, именно F(x)zze х -j-e \х/> 
даетъ по разложеніи рядъ, имѣющій суммою е , а не на- 

/<\3 —
стоящую е Н~ е ■ •



УРОКЪ ТРИДЦАТЬ ДЕВЯТЫЙ.

О неопредЪленно-степеннвіхЪ и АогариолнгсеслшхЪ мнилівсхо 
возраженіяхъ. Употребленіе сихЪ возраженій при разоссканіи 

велиеинЪ опредѣленныхъ и нхопрсдЪленнозхЪ Интеграловъ,

Въ 37яъ уронѣ уже доказано, что неопредѣленно-степенное 

выраженіе Ах (въ которомъ А изображаетъ постоянное, по­
ложительное количество, а х перемѣнную вещественную), 
имѣетъ суммою рядъ состоящій изъ членовъ 
z . х\А ХЯ(ІЛ)Я
(l) I, —, — 2-л —2—э и проч....,
слѣдовательно, для какихъ ни-есшь вещественныхъ величинъ 
х, имѣемъ формулу,

(2) Ах—1 ~г ~—I---- 1.2 '—Г.773-“’" и проч. . ..
Bi. силу же 5'“. теоремы 58го урока, рядъ (і) будетъ сходя­
щійся для какихъ ни-есшь мнимыхъ величинъ перемѣнной xt 
то по сему условились распространить формулу (2) на всѣ 
возможные случаи, и употреблять оную даже при мнимыхъ ве­
личинахъ измѣняемой х , дабы составить себѣ ясное понятіе 
о функціи Ах. На семъ основаніи, легко будетъ вывести, изъ 
уравненія (2) , различныя замѣчательныя формулы, которыя 
теперь приведемъ.

Полагая въ уравненіи (2) А~ е; получимъ

(5) ех~т +*+г?  + гн-+- и проч............
Изобразивъ чрезъ z перемѣнную вещественную, и взявъ

x~zz.z~V—I, уравненіе (3) обратится въ слѣдующее:
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аУ—1  . zV — i а2 z3Y— t .
e — I + —!------- L2------ Г.Гз—' и ПР°Ч- • • •

х2 . а4 za а® х ------
=1~ п+ Г2.М“ и ПР04- +(г - Г2Л и проч.^У-і, 

которое даетъ

(4) еа/—1-— cos z у—i.sinz.

Такимъ же точно образомъ найдется:

(5) е—»У—1“cos z—V—i.sinz;

соединяя между собой уравненія (4) и (5), получимъ:

% У — 1 . —■ а У — 1 а У — 1 — а У — 1
z х е -4-е . е — е
(б) cos z — ----------------------j sin z zz-------------------- ---- ----------------- •

2 2 У— і
Также, означимъ чрезъ а и b двѣ вещественныя постоянныя 

величины, и возмемъ х ZZ (а —рЪ У ■—l) Z. Въ тавомъ пред­
положеніи, вторая часть формулы (5) будетъ изображать не 

иное что какъ разложеніе мнимой функціи е^СозЬзфУ—I.sia&z), 
получаемое посредствомъ Маклореновой теоремы. Посему

, (а+ЛУ—1)а ах 7 --------- ■ . аа ЪхѴ — 1
(у) е zze (cosbz-уУ—і. sm bz)"e .е .
Сія послѣдняя формула подобна тожественному уравненію 
(а+0х__ ах йа

е —е .е ; изъ сего послѣдняго можно вывести, по ана-
. . (аЧ-5У^І1а az bzV^i ,

лопи, уравненіе € zze .е , замѣняя вещественную

постоянную величину Ъ, мнимою ЪУ—I. Легко усмотрѣть, 
основываясь на формулѣ (7), что уравненіе 
(8) еи.е>

имѣетъ мѣсто для какихъ ни-есть мнимыхъ величинъ пере­
мѣнныхъ х и у. Также, сличеніе формулы (2) съ (3), приве­
детъ насъ къ заключенію, что при всякой величинѣ х, имѣемъ 
(9)
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Изобразимъ теперь чрезъ и и ѵ два количества вещественныя, 
и будемъ искать различныя величины х, удовлетворяющія двумъ 
уравненіямъ:

(ю) Ax — u-\-v У— I, (іі) е*~и-[-ѵУ —і.

Сіи величины х будутъ изображать различныя лоеариѳлібс 
количества и-^-ѵѴ—I, при основаніи А въ формулѣ (іо), 
и при основаніи е въ формулѣ (іі), слѣдовательно Неперовы 
логариѳмы въ послѣднемъ случаѣ. Но какъ въ слѣдствіе ура­

вненія (д) , логариѳмъ выраженія и ѵ У — I для системы 
коей основаніе есть А^ равенъ Неперову логариѳму того жр 
самаго выраженія раздѣленному на I (z4) , то очевидно, что 
достаточно будетъ опредѣлить х изъ уравненія (іі). Итакъ, 
означивъ чрезъ а и ß двѣ величины вещественныя , и поло­

живъ Х — —I въ формулѣ (іі), получимъ:
a-f-ß/—1__ - . у ■

е — и-{-Ѵ V — I;

(въ силу формулы (7)), е COS^zru, е sin£/_ -Р, слѣдо­
вательно
(і2) = +

(іЗ) cos ß — i/(W’+i^)’ 3 —

Уравненію (l2) удовлетворяемъ одною только вещественною 
величиною количества а , именно, полагая а ~ ’ I (и? -ф- ѵ2). 
Уравненіямъ же (іЗ), удовлетворимъ, когда и положительное, 
всѣми величинами заключающимися въ формулѣ

(Ц) arc tang

разумѣя подъ п произвольное цѣлое число; когда же и отрица­
тельное, тогда величины ß опредѣлятся формулой

(і5) —(2 7і-у і) яг + arc tang

28
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Слѣдовательно, выраженіе u-f- ѵ V—I имѣетъ безконечное 
множество мнимыхъ логариѳмовъ. Простѣйшій изъ сихъ лога' 
риѳмовъ, полагая и положительнымъ, соотвѣтствуетъ предпо­

ложенію п=о, и равняется величинѣ -1/(иг4-ггі)+>/—І . агс tang

•Сію-то величину мы будемъ изображать чрезъ — 1")
(смотри Analyse algdbrique, Гл. IX); посему, для положитель­
ныхъ величинъ количества «, будемъ имѣть

(іб) —■ і) — і Z(u2-|-ѵ’)-|-V —і. агсtang*

сей самый логариѳмъ, для ѵ zzz о, имѣетъ вещественную вели­
чину равную Z(u).

Изобразимъ теперь чрезъ г величину положительную, и 
чрезъ t вещественную дугу, заключающуюся между предѣлами 

7Г 7Г
— 2 и а > уравненіе

(17) х zzz r(cos t V—і. sin t) zzz r e^~ ,*
доставитъ слѣдующее:

(i8) Z(x) —Z(r)-|-t

Формулы, употребляемыя при диффенцированіи веществен­
ныхъ неопредѣленно-степенныхъ и логариѳмическихъ выраже­
ній, справедливы и въ томъ случаѣ , когда сіи выраженія бу­
дутъ мнимыя. И такъ, легко видѣть, что имѣемъ во Iх®. для 
мнимыхъ величинъ перемѣнной ж,

(19) dexzzzexdXi (20) dZfrt»)—^5

во 2ХЬ. для вещественныхъ величинъ перемѣнныхъ х, у, Z, и 
постоянныхъ количествъ а, а, Ь> также вещественныхъ, 

(2і) dex+’''=i=e’!+3'''~‘(dx + dyyZriy,
(22) <Н[±(Я+ГУ^Т)]=^±^>
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dx
X—a—ßV—1

(26)

(24) <іеС“+і/-1)а = е(“+і’/-,)а(а + ЬѴТГ-І)аг.

Въ сихъ формулахъ, должно принимать выраженіе, котораго 
берется Неперовъ логариѳмъ, или съ Ф, или съ —, смотря по 
тому, будетъ ли вещественная часть сего выраженія поло­
жительная, или отрицательная. Изъ сихъ самыхъ формулъ, 
непосредственно выводимъ и слѣдующія:

а—^Ѵ^7)]+С,
J а—а—ß/— 1

р __ e(a+6V^i)z
/е<а+і/— 1)Z^Z —  ------- =г—ф- Cf
/ ■ а-f-b/—1
Г < 1Ь/—Ч 1 zne<«W-i>, Л п(п_і}
/ zne<a+b^—------- =— <і'---------- =—Ч-----------=--------- -
' . а-\-ЪѴ—1 ѵ (а-4-Ь/— l)z (a-f-6/—l)2z>® 

которыя согласуются съ формулами выведенными въ 28м* и 
Зом® урокахъ.

Неопредѣленно-степенныя и логариѳмическія мнимыя выра­
женія, могутъ быть съ выгодою употребляемы при разысканіи 
нѣкоторыхъ опредѣленныхъ интеграловъ. Напримѣръ, по вто­
рой изъ формулъ (26) видимъ, что можно замѣнить веще­
ственное постоянное количество а, мнимою величиною 

а-\-Ъ~Ѵ — I въ интегралѣ
/>е—

найденномъ въ 32мъ урокѣ. Въ слѣдствіе сего получимъ формулу

4 J о (<2-f-6/— І)«-*- 1
которая равнозначуща съ одною изъ тѣхъ, кои выведены были 
въ 32мъ же уронѣ, именно съ слѣдующею:

28*
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Г*  zn е az (cos frz-f-V — i . sin b z) d z “ „l-2-3-■-n
•'о (a+b/— і)Л4-і

Равнымъ образомъ очевидно, что формула (і8) 34го урока, 
имѣетъ мѣсто и въ томъ случаѣ, когда предположимъ, что 
функція f (х) не алгебрическая, аЪпредѢляется послѣдователь­
но уравненіями

гдѣ р, а, г изображаютъ три постоянныя положительныя 
количества, изъ коихъ первое, заключается между предѣлами 
О и 2. Въ семъ предположеніи, найдется;
, г “ еахѴ—1 р оо cos axdx __
(^8) J—м ^Х   J—со 1-}-х2  >

(?$)!_*>  е^-1 dx—zfo х^-1 sin (^—ах) ~~а==:яе~а,
fr \ Г °* ^~х 1)еахі/~1 dx  

J—со Z(1— гхѴ—і) *1

У'“ sinахЛ(1 гах3)-}-2cosах• aretangrx xdx , чте—а 
о [aretangrx]3 *l-j-x 2“—



УРОКЪ СОРОКОВОЙ.

Интегрированіе посредствомъ рядовЪ.

Разсмотримъ рядъ

(і) Но, ut, иаі и3, ... ип, и проч. .. .

коего различные члены изображаютъ функціи перемѣнной х, 
непрерывныя между предѣлами х~х0 и XZZzX. Помноживъ на 
dx каждый изъ сихъ членовъ , и интегрируя потомъ между 
сими самыми предѣлами, получимъ другой рядъ, составленный 
изъ опредѣленныхъ интеграловъ

<Д) f*  ^dx, U2dx, f*.  u3dxt ...fX undx, и проч.. .

Сравнивая сей послѣдній рядъ съ рядомъ (і), легко будетъ до­
казать слѣдующую теорему.

г*  Теорема. Положимъ сто предѣлві х0 и X оба конеснвія 
количества, и сто рядЪ (і) еств сходящійся, не толвко 
для састнвіхЪ значеній х — х0 и х — X, но и для всЪхЪ вели­
чинъ перемѣнной х, заключающихся между предѣлами хо и X. 
ВЪ семЪ предположеніи, рядЪ (2) будетЪ также сходящійся; и 
если “изобразимъ чрезЪ s сулілсу ряда (г): то рядЪ (2) будетЪ 
имѣтв суммою интегралъ s d х. Или, сто все равно, ура­
вненіе
(3) s — и0 4- и, -f- иа 4- и3 4- и проч....

необходимо доставляетъ и слѣдующее:
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(4) f^sdx=fx^uodx^^u^dx^^u^dx^f^u3dx+ И ПРОН....

Доказателвство. Означимъ чрезъ

(5) «nzzw04-MI4-ua + ...,4-wn_I

сумму n первыхъ членовъ ряда (і), и чрезъ гп остатокъ она­
го, начиная отъ пго члена« Получимъ

(б) s — уп-4-Г(П=м04-»,4-14^4-.« ..4-кп_1-|-гя,
и слѣдовательно

(^fx*sdx=fX*u<>dx+^^^
Но поелику въ слѣдствіе формулы (іф), 23го урока, интегралъ 
г JV'ж rn dx 6уАетагь равенъ произведенію rn (Х—х0), соотвѣтствую­
щему нѣкоторой величинѣ х, заключающейся между предѣла­
ми х0 и X, и какъ сверхъ того, сіе произведеніе, для безко­
нечныхъ величинъ п обращается въ нуль въ настоящемъ пред­
положеніи: то и очевидно, что полагая въ формулѣ (7) П—со, 
получится уравненіе (4)*

Слѣдствіе І-®. Поставляя въ формулу (4) X вмѣсто Xt 
получимъ слѣдующую :

(8) uo^4-i/Jcf“I^3ß-+’Zcfwadx4- и проч...,

которая справедлива, подобно формулѣ (3), между предѣлами 
х zzz хо и х — X.

Слѣдствіе 2"*«  Положимъ что рядъ (і) есть сходящійся для 
Х~хо, и для всѣхъ величинъ перемѣнной х, заключающихся 
между предѣлами х0 и Х~, но дѣлается расходящимся для вто­
раго предѣла, то есть для X — X. И въ семъ предположеніи, 
уравненія (3) и (8) будутъ имѣть мѣсто между предѣлами 
Хо и X. уравненіе (4) будетъ также имѣть мѣсто, если толь- 
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ко интегралы, входящіе во вторую его наешь, будутъ сами 
составлять рядъ сходящійся. Дѣйствительно, легко видѣть,, 
что при семъ условіи , обѣ части уравненія (8) будутъ изо­
бражать функціи перемѣнной х, непрерывныя въ сопредѣльно­
сти частнаго значенія х _ X (смотри Analyse algebriepie, на 
стран. іЗі) ; предполагая же что X приближается къ сему 
предѣлу АГ, и наконецъ дѣлается оному равнымъ,, подучимъ 
уравненіе (4)- Напротивъ того, уравненіе (4) не будетъ 
имѣть мѣста, если интегралы , входящіе во вторую часть 
онаго, будутъ составлять расходящійся рядъ.

Слѣдствіе 3‘®. Положимъ что рядъ (і) есть сходящійся 
между предѣлами xzz^x0 и X — X-, но дѣлается расходящимся 
для одного изъ двухъ предѣловъ, или для обоихъ. Означивъ, въ 
семъ предположеніи, чрезъ £о и £ два количества, содержащія­
ся между величинами х0 и АГ, полуЧимъ уравненіе

(9) 4!U°dx x +4o ж + и пр®4- • • , 

потомъ, предположивъ что £0 стремится къ предѣлу х0, а § 
къ Ху и^лучм-мъ опять формулу (4) > лишь бы только инте­
гралы входящіе во вторую часть оной, сами составляли рядъ 
сходящійся.

Сіе замѣчаніе справедливо даже и въ томъ случаѣ , когда 
одинъ изъ предѣловъ х0, или X, или даже оба въ одно время 
обращаются въ безконечность. Такъ, напримѣръ, можно взять 
х0 — — оо, X — оо.

Слѣдствіе 4'®. Пусть будетъ uÄ“aftx”, гдѣ ап изображаетъ 
коеффиціеншъ вещественный, или мнимый. Означимъ чрезъ 
qn численную величину, или модуль количества и чрезъ Л 

1
наибольшую величину выраженія при WZZIOO. Рядъ (0 
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будетъ сходящійся между предѣлами х— — х» х—+х (смотри 
3-к> теор. 38го урока). Слѣдовательно, положивъ что х заклю­
чается между сими предѣлами, и взявъ

(ю) s zz ао 4- at х 4- а2 х2 и проч.. ..,
получимъ
. . fX J ___ . X2 . х3(и) J sdx — а0х4-аІ-^4-аа-з 4~ и проч....

Сіе послѣднее уравненіе будетъ имѣть мѣсто (смотри 2-*  слѣд­

ствіе) даже для частныхъ Значеніи х — —я~4~х> если 
только сіи частныя величины не обратятъ рядъ aoxt j at X2, 
l а2 xs, и проч, въ расходящійся.

Посредствомъ изложенныхъ въ семъ урокѣ правилъ, можно 
будетъ разложить многіе интегралы въ сходящіеся ряды, 
которые доставятъ величины для сихъ интеграловъ до такой 
степени точности, какой пожелаемъ. Въ этомъ и состоитъ 
способъ Интегрированія посредствомъ рядовЪ. Сей способъ 
съ удобностію можетъ быть приложенъ къ разложенію 
въ ряды различныхъ функцій. Для сего, чаще всего, функцію 
выражаютъ посредствомъ опредѣленнаго интеграла, который 
уже потомъ, разлагается въ рядъ по изъясненнымъ правиламъ.

ПримЪрві. Для разложенія въ ряды функцій Z(l-|-x), 
агс tangх, агс sin х, употребимъ слѣдующія формулы;

Z(i4-x)=/oXT^, агс tang х—^~^л>
агс sin х = (I — х2)~ х;

поелику же, между предѣлами X“— I, х — ~4 І> имѣемъ:

—- I — х 4- Ха — и. проч. ...
1 „ , .

— I ---  X 4" ® ---  и проч. ...

(і—х1) — І4-Іх 4-Гіх 4~2ГГбХ 4- и проч..
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то и найдемъ^ между сими самыми, предѣлами, посредствомъ 
интегрированія по рядамъ,

L l (i -J- ac) = x —- у -|- у —• и проч.. л...

(12) '•/ arc tang x — x —у H-y— и проч....

( arcsinx —хф-^ •-і+ід-т + уіТб-тЧ- и проч.

Полагая въ уравненіяхъ ^12) XZZZ1, получаемъ ряды сходящіеся; 
слѣдовательно имѣемъ (слѣдствіе 2‘е),

S
Z (2) “ I— ~ — и проч. ...
іг 1 і 1
4 —I — 3+3— и проч. . .,
-тг  1 1 I 1.3 1 . 1.3.5 1

.2  1 + 2 • 3 *"2-4  ‘ 5 ‘ гДТб • 7 “Г" и ПР°4, • • -

Легко доказать (смотри Analyse algebfique , на стран. ібЗ), 
что два сходящіеся ряда, простирающіеся по возрастающимъ 
и цѣлымъ степенямъ перемѣнной х, не могутъ имѣть суммъ 
равныхъ для весьма малыхъ величинъ сей перемѣнной, если 
коеффиціенты при одинакихъ степеняхъ х не равны между 
собою въ обоихъ рядахъ. Изъ сего замѣчанія, совокупно съ 
5'ю теоремою (38го урока}, слѣдуетъ, что если два ряда будутъ 
сходящіеся, и будутъ имѣть одинакія суммы для Величинъ х, 
заключающихся между предѣлами — г, -ф г {полагая что г 
означаетъ величину положительную] : то они удовлетворятъ 
сему же самому условію при тѣхъ мнимыхъ величинахъ х, 
для коихъ модуль будетъ меньше г. Основываясь на сихъ за­
мѣчаніяхъ, легко вывести слѣдующую теорему.

2‘я Теорема. Положимъ тто функціи f (х, z) и

(і4) F(x)—ffof(xtz)dz

29
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могутЪ бвітв разложенві посредствомъ Маклореновой теоремві, 
вЪ рядві сходящіеся, простирающіеся по возрастающимъ и 
цѢлвімЪ степенямъ перемѣнной х: для вещественныхъ вели­
чинъ z, содержащихся между предѣлами z0 и Z, и для вели­
чинъ х, заключающихся между предѣлами — г, 4-г; если для 
мнимвихЪ величинъ х, суммві сихЪ рядовЪ будутЪ, какЪ и 
прежде, равнятвся функціямъ f(x, ?),' F(х): то уравненіе 
(іД) будетЪ имѣтв мѣсто при водкой мнимой величинѣ х, 
коей модуле будетЪ менѣе г.

Примѣрѣ. Такъ какъ, при какой ии-ееть величинѣ, и, имѣ­
емъ •

і г 05 —а® , r® — (z+jc)*  , —х’/1» —z® , —За» 2ахч ,a:J_me dz—J-^e dz~e Jo с (e Ч-е )dz, 
и слѣдовательно -

Р ео еі%х е azx, I а?®
(і5) /о е (---------- -2---- )dz~%st е >
то посему , замѣняя, величину х количествомъ х V — I , по­
лучимъ :
. г» —а® . л _ х9

• (іб) j е .COS2ZX.dz —•
Сія послѣдняя формула, найденная Г. ЛапласомЪ > весьма по­
лезна при рѣшеніи многихъ задачъ.



ПРИБАВЛЕНІЕ СОЧИНИТЕЛЯ.

По напечатаніи сего сочиненія, я усмотрѣлъ, что помощію 

весьма простой формулы, можно привести къ дифференціаль­
ному изчисленію рѣшеніе многихъ задачъ, которыя были от­
несены къ интегральному. Сперва я приведу сію формулу; 
потомъ покажу главныя приложенія оной.

Въ урокѣ 7МЪ было доказано, что ежели функціи f (а?) и 
будутъ непрерывныя между двумя предѣлами и

то изобразивъ чрезъ $ число меньшее единицы, будемъ 
имѣть формулу

т^=ГІА+(> <?-*.)]•  '
Совершенно подобнымъ образомъ, можно будетъ доказать и 
слѣдующую:, х f(X) —f' + О (X - rco)]
U) ■— -F'[x0-M(X — жо)]*
гдѣ 0 означаетъ, какъ и выше, число меньшее единицы, а F(.x~) 
такую функцію перемѣнной л*,  которая, или постоянно воз­
растаетъ , или постоянно уменьшается отъ предѣла х — хо, 
до предѣла и остается непрерывною, вмѣстѣ съ ея
производною F (.х), между сими самыми предѣлами.

Можно также прямо доказать формулу (і), основываясь 
на правилахъ изложенныхъ въ 6®ь урокѣ (стр. 28)« Дѣйстви­
тельно, изъ сихъ правилъ слѣдуетъ, что въ настоящемъ пред­
положеніи, функція F(x) будетъ постоянно удерживать одинъ 
и тотъ же знакъ для всѣхъ величинъ х, отъ х — х0 до х “ X.

' 29*
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Слѣдовательно , если изобразимъ чрезъ А и В наибольшую
. f Ми наименьшую изъ величинъ, которыя отношеніе 

способно принять между сими предѣлами: то оба произведенія 

останутся постоянно положительными, или постоянно отри­
цательными , между тѣми же предѣлами ххх. эса и х ~ X. 
Слѣдовательно, обѣ функціи

/(x)-^F(x), BF(x)-/(x), 

коихъ производныя равны двумъ вышеприведеннымъ произве­
деніямъ, будутъ въ одно время, или возрастать, или умень­
шаться, отъ перваго предѣла до втораго. И такъ, разность 
между крайними величинами первой функціи, именно, 

/(У)—/(х0) — ^[F(JQ •—F(xu)], 

и разность между крайними величинами другой, именно, 

В [F (X) - F (хф)] - [/(X) —Ж)], 
будутъ два количества съ одинакими знаками; отсюда заклю­
чаемъ, что величина разности

ЖЖЖ)
будетъ заключаться между величинами двухъ произведеній 

А [F(X) — F(x0)], В [F(X) - F(x0)],
а дробь

ад-л* о)г
между предѣлами А иВ. Поелику же предполагается, что обѣ 
функціи f' (х) и F (х) суть непрерывныя между предѣлами 
х “ х0, х Z22 X: то посему , всякое количество, заключающееся 
между величинами А и В, будетъ равно выраженію вида

У*  Оо -М (X— а:0)]
■Г’[ха Н- $ (X — х0 )} ’ .
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гдѣ ф означаешь число меньшее единицы. И танъ, необходима 
будетъ существовать такое число которое, будучи менѣе 
единицы, удовлетворитъ уравненію что и слѣдовало до­
казать.

Полагая X~x0-\-h, уравненіе (і) приметъ видъ;
, f (хо + А)—/(хо)  /'-МѴг)
\?) + — F(x0~) “

Сіе послѣднее уравненіе, заключающее въ себѣ, какъ частный 
случай, уравненіе (б) 7го урока , можетъ быть приложено къ 
рѣшенію многихъ замѣчательныхъ вопросовъ, что мы теперь 
вкратце покажемъ.

Положимъ сперва, что обѣ функціи f(F) ж F(x) уничто­
жаются ири х „ ха; возмемъ для краткости Въ семъ
предположеніи, формула (з) даетъ 
'„У / (x0+k)__ f (хо-ьЛг)W — ^'(Хо+А,)’

гдѣ /ц есть количество имѣющее одинакій знакъ съ Ä, но чис­
ленную величину меньшую численной величины сего самаго 
количества Ъ,. Еслибъ всѣ функціи

/(х)> f (х)> /z(x)......
F(x), F(x), Fz(®)> • • • •F"-0 (x),

уничтожались при X~X0 и оставались непрерывными, равно 
какъ и функціи (ху и F^ (х) , между предѣлами X — Xot 
X ZZZ хо -ф h: то, предполагая что каждая изъ функцій

F (х), Г(х), Fz/(x) ... F*- 1' (х) - 

увеличивается, или уменьшается отъ перваго предѣла до вто­
раго, и означивъ чрезъ , h2)... ^количества съ одинакими 
знаками, удовлетворяющія условіямъ hs ha >...>■ hn> полу­
чимъ сверхъ уравненія (3), рядъ подобныхъ уравненій, именно: 
z/x _/,(хо+А1) _/'z'(xo+/za) _ „ / Сп}(хо-+-А„)
(Л/ F^Xo-Уі] FJ\x0-+/ia)~~~‘ ’ * * F'-n> (Xe-f-Ац}*
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Сравнивъ въ формулѣ (£) только двѣ крайнія дроби, и замѣ­
нивъ величину hn произведеніемъ Qh, получимъ: 
X-Ч /(ХО_Ч-Л) _ f^n) (Xo-j-ih)
К5) Fх0 -+-h) F^(х0 -+- ih) ">
гдѣ (^означаетъ, какъ и выше, число меньшее единицы. Нако­
нецъ, подставимъ въ уравненіе (5), вмѣсто конечнаго количе­
ства /г, другое безконечно-малое' і; будемъ имѣть
, . / (Хо О__ ,/п) (з?„-+- 0Q

£\хо-\-і) &п\хо 0 і)*

Полагая въ формулахъ (5) и (б), F(x) — (х — Х0)п, най­
демъ Fw (х) ZZ. I і2.3. • “П, и слѣдовательно 
/ ч — /(п) (х0 Ц- DA) f
\1) hn 1.2.3... .п ’ \°У іп ’ 1.2.3...» *

Сіи послѣднія уравненія равнозначущи съ формулами (4) и 
(5) (і5го урока), и совершенно подобны формуламъ (і7)и(і8) 
(36го урока). Оныя съ удобностію могутъ быть приложены 
къ разысканію наиболвшихЪ и наиліенвшихЪ велиѵинЪ, а так­
же и къ опредѣленію истинныхъ значеній дробей представ­

ляющихся въ видѣ Впрочемъ, для рѣшенія сей послѣдней 

задачи, по большой части, достаточно будетъ формулы (б)» 
Дѣйствительно, положимъ, что оба члена дроби

SW 
F{xj

и ихъ послѣдовательныя производныя , до производной п — I 
порядка, уничтожаются для X ZZZ хо. Формула (б) вообще бу­
детъ имѣть мѣсто для весьма малыхъ численныхъ величинъ 
количества і, ибо, чаще всего, каждая изъ функцій

F(x), F'(x), F/Z(x)...........F^’Cx)
будетъ непрестанно возрастать, или уменьшаться , начиная 
отъ частной величины X ” х0, до другой величины , весьма 
мало разнствующей отъ хо; посему, полагая въ формулѣ (б) і 
безконечно-малымъ, получимъ
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. . f(x0 /Сп) Gc0-M/)—/n) (ха>
(9) пР- F(xa + і)—‘ ПР‘^)(х0 Ч- 9г) ~^(п)(х0)*

Поставляя въ формулу (7) нуль вмѣсто х0, также букву ф 
вмѣсто f> будемъ имѣть

АЛ
(10) $ (h) = І.2.З.—^(n) (№).

Замѣтимъ, что сія послѣдняя формула имѣетъ мѣсто въ томъ 
предположеніи, что функціи

£ (Л)» / (Ю*  00> • • • • ^(Л) СО»
всѣ непрерывныя, начиная отъ предѣла h ~ о, и всѣ уничто­
жаются, за изключеніемъ функціи ^(п) (7г), для h “ о.

Изобразимъ теперь чрезъ f(x) произвольную функцію пе­
ремѣнной ху но такую, что функціи

f(x + h'), f(x 4- 7г), f"(x 4- 7г), . .. .ßn) (х 4- /г),

всѣ остаются непрерывными относительно къ 7г, начиная 
отъ 7г“О. Помощію формулы (іо), легко будетъ изъ f(x-\-li), 
дли, что все равно, изъ разности f(x 4~ tyt—-f (pfy > извлечь 
рядъ членовъ, пропорціональныхъ цѣлымъ положительнымъ 
степенямъ количества 7г? дѣйствительно,, поелику разность 
f (х 4“ 7г)—/(х) , принимаемая за функцію количества 7г, 
уничтожаете^ при 7г zzz о, и какъ производная перваго поряд­
ка сей разности относительно къ 7г равняется f' (х 4~ h')' т0 
очевидно что формула (іо) обратится въ слѣдующую:

(и) f(x .4- h) —f(x)—%f (x 4-&h)t
когда въ оной вмѣсто (h), поставимъ f (х — Дх), и по­
ложимъ сверхъ того и “ I.

Ежели во второй части послѣдняго уравненія, положимъ 

$ — о; то получимъ членъ (х), и вычтя оный изъ первой 

части, остатокъ будетѣ новая функція количества 7г, именно:
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Поелику сія нрвая функція количества /г, уничтожается пра 
h — о, равно какъ и ея производная перваго порядка , и какъ 
сверхъ того, ея производная втораго порядка есть функція 

///.(хф-/г): то взявъ ф (h) — /(х ф- Ъ)—/(х)—(х), и поло­

живъ п — 2, получимъ, въ слѣдствіе формулы (іо),
7» Ä2

(12) f(x+h)— J(x) — Г/(х) = і^//<(хЧ-е/і).

Ежели во второй части уравненія (і2), положимъ, какъ выше, 

0 ~ О, то получимъ членъ и вычтя оный изъ пер­

вой части, остатокъ будетъ третья функція количества h9 
именно:

f (x ф- h) —f(x) — |/z (x) — ^/"(х).

Поелику же сія третья функція количества h уничтожается 
при h zzz. о , равно какъ и ея производныя перваго и втораго 
порядковъ, и какъ сверхъ того ея производная третьяго по­
рядка есть функція (х ф- hf. то взявъ ~f '(x ф- /г)—■

h h2
f (x) ---  - f (x) ---  -j~2 (X)’ И ПОЛОЖИВЪ п “ 3 , получимъ, въ

слѣдствіе формулы (іо),

и проч. Продолжая далѣе точно такимъ же образомъ , выве­
демъ формулу

(14) /(X + h) —f(x) -f(x)  ---------*

- (x) =

которая совершенно подобна уравненію 36го урока. Если 
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въ сей формулѣ положимъ х zz о, поставимъ _х вмѣсто h, и F 
вмѣсто/ (разумѣя подъ F(x) произвольную функцію перемѣн­
ной х), то найдемъ:
(l5)F(x)-F(o)-?F (o)-rZ/(o)----r2'^)F*- ‘4o)^F«Wx).

Сіе послѣднее уравненіе совершенно подобно формулѣ (ц) 
(36го урока). Впрочемъ, оную можно и прямо доказать слѣ­
дующимъ образомъ.

Пусть F (х) будетъ какая-либо функція перемѣнной х, а 
5У (х) цѣлая алгебрическая функція степени и—і, удовлетво­
ряющая условнымъ уравненіямъ

еу (о) zz F (о), г/(о) zz Р' (о), Ey/Z(o) zz (о), и проч....
(о) zz (о).

Функція же гу(7і) (х) очевидно будетъ равна нулю. Подставляя 
теперь, въ формулу (іо) , х вмѣсто Ä, также F (х) — 27 (х) 
вмѣсто (х), получимъ;
(іб) F (х) - п (х) = 17г^-п F<»> (Sx);

но какъ въ ідиъ урокѣ было доказано, чшо
(17) Р(х)=и(о)+ггг/(о)+^а//(о)+...+ ,.г.^.(‘_,)гг'"-"(о) 

=Ko)+^(o)+S F-’(o):

то и очевидно, что формула (іб) доставляетъ уравненіе (і5).
Замѣтимъ, что когда вторыя части уравненій (іД) и (і5) 

будутъ приближаться къ предѣлу нуль для возрастающихъ 
величинъ количества п: то въ такомъ случаѣ, можно изъ сихъ 
уравненій вывести Тейлорову а Маклоренову теоремы.

Полагая въ формулѣ (8) x0zzo, получимъ:
, о\ /(0_/п)(?Л

1.2.3...П*
Сія послѣдняя формула имѣетъ мѣсто въ томъ предположеніи, 
что функціи

Зо
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/0, ZG)> Г (О. • • • ■ ■

непрерывны для весьма малыхъ численныхъ величинъ количе­
ства і, и сверхъ того, что онѣ всѣ уничтожаются, за изклю- 
ченіемъ послѣдней, для і ZZ о. Въ такомъ случаѣ и отношенія 

/(О /(О f(i)
, 9 ja 9 • • • jn—х 9

которыя соотвѣтственно равны выраженіямъ вида

I > 1.2 ’ * ’ ’ 1.2.3...(в — 1)’

всѣ уничтожаются, при і ZZ О. Слѣдовательно, когда і и J(i) 
будутъ изображать два количества безконечно-малыя: то от­
ношеніе

/0 
і» 

будетъ первое изъ неуничшожающихся въ ряду членовъ гео­
метрической прогрессіи
Z X .... яо яо
(19) ~Ja9 -JT9 И проч..,.
если только функція (о) будетъ также первая изъ неуни­
чтожающихся' въ ряду количествъ
(20) /(о), /(о), /Z(o), J//Z(o), и проч. .. .
Прибавимъ, что въ настоящемъ предположеніи, выраженіе

. 1.2.3...п

будетъ изображать (въ слѣдствіе формулы (і8)) истинную 

величину дроби -рр, соотвѣтствующую частному значенію 
І — о.

Сказанное предъ симъ, приводитъ насъ къ раздѣленію без­
конечно-малыхъ количествъ на различные классы. $ля сего, 
изобразимъ чрезъ і весьма малое число, и чрезъ f (і) функцію 

сего числа. Разсмотримъ двѣ слѣдующія функціи: ppz-j, -рр, 
предположивъ, что п есть цѣлое число, большее нуля. Если,
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. /(І) __  /(’)_. -при iz:O) a-^zzoo: то мы назовемъ J (j) безконеч­

но-малою величиною пто класса. Если же послѣдняя функція, 
то есть^г, при і~о, будетъ какая нибудь опредѣленная 

величина: то f (і) именуется безконечно-малою величиною пгр 
порядка’, такъ что безконечно-малая величина пго порядка бу*  
детъ, нѣкоторымъ образомъ, предѣлъ безконечно-малой вели­

чины пго класса. Такъ, напримѣръ, tang(i2) будетъ безконечно-
.5 z- • tang (гз)малая величина о класса; ибо, при г — о, ——~о, а 

tang (zt) .
—р—_Zoo. Функція же tang(jj есть безконечно-малая вели- 

_ « . tang (г3) tang (г3)
чина 3го порядка, ибо, при і ~ о, —— — о, а —р—— і.

условившись въ сихъ опредѣленіяхъ, легко вывести, въ слѣд­
ствіе изложенныхъ правилъ, слѣдующія предложенія:

Vя Теорема. Если изобразимъ срезЪ f (І^ безконечно-малое 
количество пТО класса: то перевис изЪ неуничтожающихся чле­
новъ ряда (20), будетЪ членЪ (о), которвій вЪ семѣ предполо­
женіи обратится вЪ безконечность. Если же членЪ f(n\o) имѣетъ 
какую-либо опредѣленную величину, разнствующую отЪ нуля: 
то f (і) будетЪ безконечно-малое количество пѵо порядка.

,2* я Теорема. Если изобразимъ чрезЪ f(i) безконечно-малое 
количество пТО класса, и положимъ, что функція f(x) и по- 
слЪдователвнвія ея производнвья, до производной пга порядка, 
всѣ ньпрервьвнві между предѣлами х „ о, х zz h: то получимЪ 
формулу '

ДТП.

вЪ которой т можетЪ изображать число меньшее, или равное 
количеству п.

Зо*
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Если въ послѣднее уравненіе поставимъ і вмѣсто h, также 
п вмѣсто т : то получимъ формулу (і8). Посредствомъ сей 
послѣдней, легко вывести слѣдующую теорему:

З'я Теорема. Пуств f (і) будетЪ безконечно-малое количе­
ство пТО порядка. Сіе количество перемѣнитъ знакѣ вліѣстЬ 
сЪ і, если п будетЪ число нечетное, и постоянно будетЪ имѣтв 
одинЪ итотЪже знакѣ сЪ количествомъ когда п будетЪ
четное число.

Въ сей послѣдней теоремѣ, подобно какъ и въ формулѣ (і8) 
предполагается, что функція /(і) и ея послѣдовательныя произ­
водныя, до производной пѵо порядка, остаются непрерывными 
относительно къ і, въ сопредѣльности частной величины і~о. 
Если бы сіе условіе не удовлетворялось, то количество /(л)(о) 
могло бы имѣть нѣсколько величинъ; и если сіи величины не 
всѣ съ одинакими знаками, то 3"я теорема не будетъ имѣть 
мѣста. Сіе случится, напримѣръ, для безконечно-малаго коли­

чества f (і) ~ У (іл). Въ семъ предположеніи , производная

(0 ---  У(7а)

будетъ имѣть разрывъ непрерывности при і~о, и получитъ 
двѣ величины, именно, I и — I, смотря по тому, будетъ ли 
количество і положительное , или отрицательное. Впрочемъ, 
очевидно, что выраженіе У (ія) , которое можно принимать 
за безконечно-малое количество перваго порядка, удерживаетъ 
постоянно положительный знакъ, будетъ ли количество і по­
ложительное , или отрицательное. То же самое должно разу­
мѣть и о безконечно-маломъ количествѣ ~Ѵ (У), которое мож­
но принимать за безконечно-малое количество третьяго по­
рядка, и проч. . . .

Помощію Г*  теоремы, легко будетъ судить, къ какому клас­
су, или порядку относится данное безконечно-малое количе- 
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ство. Такъ, напримѣръ, посредствомъ сей теоремы, увидимъ, 
что изъ четырехъ слѣдующихъ функцій:

цГ)> У 00» *’> sinb
первыя три изображаютъ безконечно-малыя количества пер­
ваго класса, а послѣдняя, безконечно-малое количество перваго 
порядка. Такимъ же точно образомъ увидимъ, что изъ четы­
рехъ функцій

г, sm’i, і—cos г, 
первыя двѣ изображаютъ безконечно-малыя величины втораго 
класса, а двѣ послѣднія, безконечно-малыя величины втораго 
порядка; окажется также, что изъ трехъ функцій

іЬ)» i—- sin г,

первая есть безконечно - малое количество третьяго класса, а 
двЬ послѣднія, безконечно-малыя количества третьяго порядка; 
и такъ далѣе.

Когда безконечно-малое количество пго класса, или пто по­
рядка помножится на величину постоянную, или на такую 
функцію количества і, которой предѣлъ есть величина опре­
дѣленная, разнствующая отъ нуля: то въ такомъ случаѣ, оче­
видно, получймъ въ произведеніи безконечно-малую величину 
того же самаго класса, или порядка, именно, пго.

Легко также доказать, что безконечно-малыя количества 
высшихъ классовъ имѣютъ численныя величины меньшія, про­
тивъ численныхъ величинъ безконечно-малыхъ количествъ 
низсшихъ классовъ. Дѣйствительно, изобразимъ чрезъ (і) 
и 2 (0 Два безконечно-малыя количества , первое иго класса, 
второе тто; и положимъ тп < и. Очевидно, что изъ двухъ 
дробей ^іг, одна только первая обратится въ нуль, при 

і ZZZ о; слѣдовательно отношеніе будетъ также стремиться 
къ нулю; а »для сего необходимое условіе есть то, чтобы чи- 
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еденная величина числителя сей дроби, была менѣе численной 
величины ея знаменателя, ибо самая дробь должна быть менѣе
единицы.

Докажемъ наконецъ слѣдующую теорему:
4’Л Теорема. Изобразивъ срезЪ і и f(i) двЪ велисинвс без- 

конеъно-малвіл^ окажется, zmo отношеніе 
, . /(О
(22) ТѴИ
при будетЪ имЪтв, или одну велиѵину равную нулю, или 
нЪсколвко велисинЪ, между которвьми необходимо будетЪ за- 
клюгатвся величина сего отношеніи равная нулю.

Доказателвство. Очевидно, что достаточно будетъ дока­
зать 4‘ю теорему только въ томъ случаѣ , когда производная 
функція f/ (д) обращается въ нуль вмѣстѣ съ функціей f (і), 

• z- • isilпри і~о; ибо отношеніе J^7j> во всякомъ другомъ предполо­

женіи , будетъ равно нулю , по причинѣ. , что f (і) ~ о, для 

izzzo. Но если такжето дробь представляется 

въ неопредѣленномъ видѣ Когда функціи f(i) (і) будутъ
обѣ непрерывныя относительно къ і, въ сопредѣльности 
частнаго значенія і ~ о: то легко будетъ доказать , помощію 
_т / о\ • /<°> гформулы QloJ, что отношеніе обращается въ нуль въ на­
стоящемъ случаѣ. Дѣйствительно, при такомъ условіи, выво­
димъ изъ формулы (і8), полагая въ оной n zzz I
(23) /0 - if'(f)i],
и Слѣдовательно
z „ /л /(0_ ,-да(24) —1

разумѣя подъ 0 число меньшее единицы. Положимъ теперь, 
что въ формулѣ (24), численная величина количества і умень­
шается до безконечности. Такъ какъ, въ настоящемъ пред-
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положеніи, (о) ZT о , то легко видѣть, что изъ двухъ функ­
цій /z і) и (і), первая будетъ стремиться къ нулю ско­
рѣе нежели вторая , ибо произведеніе Qi заключается меж­
ду двумя предѣлами о и і. Слѣдовательно , всѣ величины 

дроби yzzy будутъ менѣе единицы , а величины произведенія 

і f Qy , весьма мало будутъ разнствовать отъ нуля. Посему 

предѣлы, или одинъ изъ предѣловъ величинъ дроби —уф7)’

будетъ равняться нулю.
Примѣчаніе Г®. Легко удостовѣриться въ справедливости 

Д'“ теоремы въ разсужденіи слѣдующихъ функцій:

. . . -А)’ • 1sin i, і — cos i, e 1 ч i sm и проч....

Сія самая теорема справедлива даже и въ томъ случаѣ, когда 
функція f (i) будетъ только вещественною и безконечно-малою, 
при опредѣленномъ знакѣ количества і; можно сіе видѣть, при­
нимая послѣдовательно за функцію f (і), одну ИЗъ слѣдующихъ:

. , . -V -АГ(О > г (і), е S е ',г7, и проч. ...
изъ которыхъ Iя, 3я и 4я не будутъ изображать безконечно­
малыхъ количествъ, а 2я , обратится въ мнимую величину, 
при і отрицательномъ. Наконецъ, сія теорема можетъ быть 
справедлива, когда функція (і) дѣлается прерывною, для 
і zz: о. Такъ, напримѣръ, полагая 

(25) sin

увидимъ, что производная функція
(2б). /((І) =sinj—|cos|,

дѣлается неопредѣленною, слѣдовательно прерывною, при і~о; 
отношеніе (22), опредѣляемое посредствомъ уравненій (25) 
и (26), то есть
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(27) 1 1 ’
i —-cot7

для і ~ о , имѣетъ безчисленное множество величинъ , 
коихъ одна будетъ равна нулю.

изъ

ПрилсЪташе 2*®.  Положимъ, что функція f (Г) и ея произ­
водныя, до (п— і)го порядка, всѣ непрерывны относительно къ 
і, въ сопредѣльности частнаго значенія і“о, и что сверхъ 
того, количества
(28) /(О), Г(о)> /z/(°)>.................. Л—’(о),

всѣ уничтожаются. Когда станемъ уменьшать количество і 
до безконечности, то каждое изъ отношеній
, . /(0 _/(?) /"(/) '/п— )(П
W) гцу гоу гѵу’' •' •
будетъ стремиться къ одному предѣлу , или къ нѣсколькимъ 
предѣламъ, изъ коихъ одинъ будетъ равенъ нулю; слѣдователь­
но также и произведеніе всѣхъ сихъ дробей, именно

О)

будетъ приближаться къ тому же предѣлу нуль.

То-же самое должно разумѣть и о произведеніяхъ

\ J- & f" (j)_) jtn) (j)' • ' ” flUj) .
получаемыхъ чрезъ умноженіе нѣкоторыхъ изъ дробей (2g), 
однѣ на другія.

КОНЕЦЪ.



ПРИМѢЧАНІЯ ПЕРЕВОДЧИКА.

Примѣчаніе I.
Положимъ что дроби 

в' У' У* о<я> 
Ь'’ Ь',л' Ь'"9 * * ’ 

поставлены по порядку ихъ величинъ, и что всѣ знамена­
тели оныхъ У, bz/, b///i... имѣютъ одинакіе знаки; посему 
будетъ

Сложивъ сіи послѣднія неравенства, получимъ два слѣдующія?

а' _ а! e(n) ft'
ъ' — х У») > &'

д' а" в<п> л" а
V < Ъ* > У7
а! а!" «(«) ft"'
Ъ' < У" bW >• У"

<1Z aw> a(n>
Ъ' Мп> &(n) — Ь(п>’

уничтоженіи знаменателей, выйдетъ:
УУ = У У У -> У ъ™
yyz<a/zy a™b">a"Vn>
azbzzz<azz/y

• • 4
УЬ^)<а^,У o(n)^(n)_zawb{n).

> 2,(^(az4-azz+az/z_^...+a(n))>

Раздѣляя первое изъ нихъ на У (У -|- У7 &/zz -j- Уп)), а вто­
рое на Уп) (У -|- У7 -f- У/х -Н • • • ~h Ь(п))> имѣемъ:

• а' а' -+• а.п -f- а"' -+-... -Н
У < У -Ь Ь" -Н УН- bW < Уп)*

Зі



af -4- а" Н- -+- • • • -+- с і
Итакъ, дробь у у, ь„, ___ 6(П) будетъ болѣе наименьшей,

„ „ <>■' a'f a.,f>
и менѣе наибольшей изъ дробей р, у',» ъ'Г/ > • • ! £Іп)» слѣдова­
тельно, оная выразитъ среднюю между сими дробями.

При м ьч ан іе II.

Должно доказать, что имѣя
Z ч а-----Ь — С _ •
(а) х у я ’ * *.'*3

или, что все равно, \
. ах ■. b у с й  . , ,

X2 у2 й2 ' ' • • • • >

будетъ также
zi ч ах + Ъу + ей + ...____ [ ~/(а3 Ч~Ь3 4~ с2-}-...)
ѵ ) х2 4- у2 а2 + • • • ' Y(x2 + у2--]-ъ2-\-..

Для сего, положивъ 
ах "ах х*"х г 
Ъу~т.ах у2“щ.х8 
с Z" т . ах z " т .х1

получимъ:
, ах Ч- Ъ у—I- cz -+- • • •  ах Ц- т . ах -4- т'. ах . а
Сс) х2 -j-y2 -f- й2 Ч~ • • • ' х2 -f-т . х2 -)- mf. х2 +. .. ~~ х'

Также, уравненія (а^ даютъ
о3 ьу — су. 

х2 у2 й2 * ‘ ’3
и полагая

а2 “ а’ х2 — х2

&2 — п . а’ у2 — п . х2‘
с2 — nz. а2 z2 — п7. х2

получимъ:
о аЧ~ Ь2 -Ц с1 . а3-|_п.а3 + л/. а3 -р • • • а 3 .
л2 + У1 -f-s2 4~. •• «24- п• х2 + п' tx2~f-... х2 ’
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слѣдовашельцо
а _ і /(а2-4-52Ч-с5-+-.
х ---- T/(xa-f->2~i~z,-|-.. .)*

а
Сравнивъ сію послѣднюю величину для - съ величиною опре­

дѣляемою уравненіемъ (с) , получимъ уравненіе (Ь) , которое 
слѣдовало доказать.

Примѣчаніе III.

Разсмотримъ рядъ количествъ 

/(О> ÄO...................../СХП-х)>

который можетъ быть также представленъ въ такомъ видѣ: 
(Хд-ХоІДХр) <Х2—ХТѴ(ХТ) (х3—х2)/(х2) (Л-хп—^/(Хд—1)

Х[—Хо ? Х% Xj 2 Xj х2 2 —Хд !
Но какъ, по предположенію , всѣ разности х£— хс} х2— хіЭ 
х3 — Х2, . . • X—имѣютъ одинакіе знаки: то сумма чи­
слителей всѣхъ сихъ дробей, раздѣленная на сумму ихъ знамена­

— _ — tJ («у Хо)У(Хд— у)
телеи, будетъ средняя между величинами дробей------ х _Ха----- »
(Х2—X-i*)f(Xi)  (х3 (-Х xtl—(ХП—

■ х^-хі---- 2 х3-х3'“2 • • • ----- Л=ГП“----- 2 или’ нто все равно,
средняя между величинами функцій/(хо),/(х,),/(х2).../(хя_ 
которую можно выразить чрезъ f[x0-\-$(X—хо)] (разумѣя 
подъ ф количество положительное, меньшее единицы). Посему 
получимъ уравненіе
(.xl-x0)Kxo)+(x2-xI)f(xl)-i-(x3^x2)f(x2.)+.-.4-(X-xn__1V(xn_1) _ г 

х-ха —

которое доставляетъ

(». — -I- (ха — + (х} — x^f tx^ + ...

что и надлежало доказать.
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